
/\ _ Ạ V V B ộ G I A O D Ụ C V A Đ A O T Ạ O 

Đ A I H Ọ C T H Á I N G U Y Ê N 

Đ Ô N G Ọ C D I Ệ P - N Ô N G Q U Ô C C H I N H 

G I Á O T R Ì N H 

H Ì N H H Ó C V I P H Â N 

Hà NỘI NHÀ XUẤT BẢN ĐAI HỌC QUỐC GI. 



B Ộ G I Á O D Ụ C V À Đ À O T Ạ O 

Đ Ạ I H Ọ C T H Á I N G U Y Ê N 

Đ Ỗ N G Ọ C D I Ệ P - N Ô N G Q U Ố C C H I N H 

G I Á O T R Ì N H 

H Ì N H H Ọ C V I P H Â N 

N H À X U Ấ T B Ả N Đ Ạ I H Ọ C Q u ố c G I A H À N Ộ I 



SÁCH ĐƯỢC XUẤT BẢN BỞI s ự TÀI TRỢ CỦA D ự ÁN GIÁO DỤC ĐẠI HỌC 2 



M ụ c l ụ c 

Giới thiệu 7 

Ì Đường và mặt bậc hai 9 
1.1 Siêu phang a f ìn 9 

1.1.1 T h u ậ t k h ử Gauss-Jordan g i ả i h ệ p h ư ơ n g t r ì n h 

t u y ế n t í n h 9 

1.1.2 Đ a t ạ p t u y ế n t í n h và p h ư ơ n g p h á p toa đ ộ . l o 
1.1.3 C á c p h é p b i ế n đ ổ i t rong h ì n h học l i 

1.2 Đ ư ờ n g bậc hai vớ i p h ư ơ n g t r ì n h 
c h í n h t ắ c 12 
1.2.1 Ell ipse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 
1.2.2 H y p e r b o l a 12 
1.2.3 Parabola 13 

1.3 Đ ư a p h ư ơ n g t r ì n h đ ư ờ n g bậc hai t rong m ặ t phang 
về d ạ n g c h í n h t ắc 13 

1.4 P h â n l o ạ i s i êu m ặ t bậc 2 t rong k h ô n g gian 3 ch iều . 14 

1.5 Đ ư a p h ư ơ n g t r ì n h m ặ t bậc hai t ổ n g q u á t về d ạ n g 
c h í n h t ắ c 19 

1.6 P h â n l o ạ i dờ i h ì n h các đ ư ờ n g bậc hai t rong m ặ t 
phang Euc l id 21 

1.7 P h â n l o ạ i dờ i h ì n h các m ặ t bậc hai t rong k h ô n g gian 
E u c l i d 3 ch iều 21 

1.8 P h ư ơ n g p h á p toa đ ộ cong 22 

1.8.1 C á c đ ư ờ n g bậc 2 t h a m số hoa 23 
1.8.2 C á c m ặ t bậc hai t h a m số hoa 23 

1.9 B à i t ậ p củng cố lý t h u y ế t 24 

3 



4 Đ ỗ Ngọc Diệp, Nông Quốc Chinh 

2 L ý t h u y ế t đ ư ờ n g c o n g t r o n g R n 25 

2.1 C u n g t h a m số hoa v à cung 
c h í n h quy 25 

2.2 Đ ộ d à i đ ư ờ n g cong t r o n g R " . Đ ư ờ n g t r ắ c đ ị a . . . . 27 

2.3 M ụ c t i ê u t r ự c chuẩn . M ụ c t i ê u F r é n e t . Đ ộ cong. Đ ộ 
x o ắ n 30 

2.4 Đ ị n h lí cơ b ả n 33 

2.5 B à i t ậ p c ủ n g cố lý t h u y ế t 36 

3 Đại số tensơ, đại số ngoài, tensơ đối xứng 37 

3.1 T í c h t e n s ơ c á c k h ô n g g ian v é c t ơ 37 

3.2 T í c h n g o à i v à t í c h t e n s ơ đ ố i x ứ n g 39 
3.3 Đ ạ i số t e n s ơ 40 

3.4 Đ ạ i số n g o à i 41 

4 Lý thuyết mặt cong 
t r o n g R 3 43 

4.1 M ả n h t h a m số hoa c h í n h quy v à m ặ t t h a m số hoa . 43 

4.2 M ụ c t i ê u D a r b o u x của đ ư ờ n g cong t r ê n m ặ t d ì m . . 44 
4.3 D ạ n g t o à n p h ư ơ n g cơ b ả n 45 

4.4 Đ ạ o h à m Weingar t en v à k ý h i ệ u 
C h r i s t o f f e l . . 50 

4.5 Đ ạ o h à m t h u ậ n b i ế n . 53 

4.6 Đ ộ cong R i e m a n n 55 

4.7 C á c đ ị n h lí cơ b ả n của lí t h u y ế t 

m ặ t d ì m 58 

5 Đường cong trên mặt cong 61 

5.1 Đ ư ờ n g cong t r ê n m ặ t 61 

5.2 Đ ộ cong p h á p d ạ n g v à đ ộ cong t r ắ c đ ị a của đ ư ờ n g 
cong t r ê n m ặ t 62 

5.3 P h ư ơ n g c h í n h v à đ ộ cong Gauss 64 

5.4 M ộ t số t í n h c h ấ t đ ặ c t r ư n g của đ ư ờ n g t r ê n m ặ t cong 65 
5.5 Đ ị n h lí Gauss -Bonne t . . . 66 
5.6 B à i t ậ p c ủ n g cố lý t h u y ế t 71 



Hình học vi phẫn 5 

6 Định lý ánh xạ ngược và Định lý ánh xạ ẩn 73 
6.1 Đ ị n h nghĩa đ ạ o á n h v à c á c t í n h chấ t cơ b ả n . . . . 73 

6.2 Đ ạ o h à m r i ê n g v à v i p h â n 80 
6.3 Đ ị n h lí h à m ( á n h x ạ ) ngược 83 
6.4 Đ ị n h lí h à m ( á n h x ạ ) ẩ n 85 
6.5 B ó c á c h à m t r ơ n 86 
6.6 B à i t ậ p củng cố lý t h u y ế t 89 

7 Đa tạp khả vi 91 
7.1 Đ ị n h nghĩa. V í d ụ 91 

7.2 A n h x ạ t r ơ n g iữa c á c đ a t ạ p 93 
7.3 P h â n t h ớ t i ế p x ú c , đ ố i t i ế p x ú c 94 

7.3.1 K h ô n g g ian t i ế p x ú c . P h â n t h ớ t i ế p x ú c . . 94 

7.3.2 K h ô n g g ian đ ố i t i ế p x ú c . P h â n t h ớ đ ố i t i ế p x ú c 96 

7.4 Đ a t ạ p con. Đ a t ạ p t h ư ơ n g 97 
7.4.1 Đ i ề u k i ệ n d ì m v à đ i ề u k i ệ n n g ậ p 97 
7.4.2 C ấ u t r ú c v i p h â n c ả m s inh 99 
7.4.3 Đ ị n h lí Godeman 100 
7.4.4 V í d ụ l o i 

7.5 T ô p ô c á c đ a t ạ p l o i 
7.6 B à i t ậ p c ủ n g cố lý t h u y ế t 102 

7.7 Sơ lược v ề h ì n h học R i e m a n n 
t ổ n g q u á t 103 

7.8 Sơ lược v ề h ì n h học symplect ic 
t ổ n g q u á t 103 





G i ớ i t h i ệ u 

0 t r ư ờ n g pho t h ô n g , h ì n h học đ ư ợ c d ạ y v à học theo quan đ i ể m 
h ì n h học E u c l i d . C á c vật thể hình học được c ấ u t h à n h t ừ c á c mảnh 
phang v à mảnh cầu. Quan hệ so sánh g iữa c á c v ậ t t h ể h ì n h học 
được t h ự c h i ệ n b ở i c á c phép dời hình; hai vật thể hình học được 
xem là bằng nhau n ế u c h ú n g có t h ể được chồng khít lên nhau qua 
những phép dời hình. 

Đ ạ i số t u y ế n t í n h v à h ì n h học g i ả i t í c h x é t c á c v ậ t t h ể h ì n h h ọ c 
được c ấ u t h à n h t ừ c á c mảnh phang và c á c mảnh bậc 2 tổng quát. 
C á c quan h ệ so s á n h đ ư ợ c x é t n h ư c á c phép biến đổi tuyến tính hoặc 
afin. C á c đ ư ờ n g bậc ha i đ ư ợ c đ ư a về 9 d ạ n g c h í n h t ắ c , c á c m ặ t bậc 
ha i t r o n g k h ô n g g ian 3 -chiều được đ ư a về 17 d ạ n g c h í n h t ắ c . T r o n g 
h ì n h học đ ạ i số b ằ n g p h ư ơ n g p h á p p h â n l o ạ i có t h ể n g h i ê n c ứ u c á c 
đ ư ờ n g v à m ặ t hoặc s i ê u m ặ t bậc 3 hay, t ổ n g q u á t h ơ n , bậc b ấ t k ì . 
P h é p b i ế n đ ổ i cho p h é p l à c á c phép biến đổi đa thức hoặc song hữu 
tỉ. 

Quan điểm n ó i t r ê n đ ư ợ c p h á t t r i ể n t r o n g c ù n g m ộ t n g ữ c ả n h 
của hình học vi phân k h i m à c á c v ậ t t h ể đ ư ợ c c ấ u t ạ o t ừ c á c mảnh 
tham số hoa b ằ n g c á c toa độ địa phương, m à n ó i chung c á c h à m 
toa đ ộ đ ị a p h ư ơ n g l à c á c h à m t r ơ n b ấ t k ì . C á c p h é p b i ế n đ ổ i l à c á c 
phép vi phôi. D o v ậ y c á c v ậ t t h ể h ì n h học t r o n g h ì n h học v i p h â n 
đ a d ạ n g h ơ n , n h i ề u c h i ề u h ơ n v à theo m ộ t nghĩa n h ấ t đ ị n h l à " t r ơ n 
h ơ n " c á c v ậ t t h ể h ì n h học t r o n g c á c m ô n h ì n h học t r ê n . 

Phương pháp nghiên cứu của h ì n h học v i p h â n t ư ơ n g đ ố i đ a 
d ạ n g . T r ư ớ c h ế t h ì n h học v i p h â n sử d ụ n g c á c p h é p t í n h v i p h â n v à 
t í c h p h â n t r o n g k h ô n g g ian E u c l i d R n đ ể x â y d ự n g c á c p h é p t í n h 
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v i p h â n v à t í c h p h â n t ư ơ n g ứ n g t r ê n c á c v ậ t t h ể h ì n h học . Đ ồ n g 
t h ờ i n ó c ũ n g v ậ n d ụ n g c á c p h ư ơ n g p h á p t ô p ô , t ô p ô đ ạ i số, p h ư ơ n g 
p h á p t ổ hợp, p h ư ơ n g t r ì n h v i p h â n t h ư ờ n g v à p h ư ơ n g t r ì n h đ ạ o 
h à m r i ê n g , đ ể t ì m ra c á c t í n h chấ t của c á c đ ố i t ư ợ n g h ì n h học. 

G i á o t r ì n h n à y đ ư ợ c b i ê n soạn t r o n g k h u ô n k h ổ c h ư ơ n g t r ì n h 
cho s inh v i ê n c á c n ă m c u ố i đ ạ i học . C á c t á c g i ả đ ã d ạ y c h ư ơ n g t r ì n h 
n à y cho c á c lớp của Đ ạ i học H u ế , Đ ạ i học T h á i n g u y ê n , Đ ạ i học 
Q u y N h ơ n . T h ự c t ế g i ả n g d ạ y đ ã gợ i ý cho c á c t á c g i ả c h ọ n lọc c á c 
n ộ i d u n g này , sao cho v ừ a p h ả i , k h ô n g q u á n h i ề u v à c ũ n g k h ô n g 

q u á n g h è o n à n . 

G i á o t r ì n h g ồ m có các chương chính sau: C h ư ơ n g Ì d à n h cho 
v iệc n h ì n l ạ i lý t h u y ế t đ ư ờ n g v à m ặ t bậc Ì v à 2. M ụ c đ í c h của 
c h ư ơ n g n à y là t ạ o r a m ộ t k h ở i đ i ể m h ì n h học cho v i ệ c h ọ c t i ế p t ụ c . 
C h ư ơ n g 2 đ ư ợ c d à n h cho v iệc n g h i ê n c ứ u c á c đ ư ờ n g cong t r o n g 
k h ô n g g ian E u c l i d n -ch iềụ. C h ư ơ n g 3 đ ư ợ c d à n h cho v i ệc x â y d ự n g 
l ạ i k h á i n i ệ m v ề t e n s ơ v à đ ạ i số t e n s ơ . C h ư ơ n g 4 l à c h ư ơ n g t r ọ n g 
t â m , d à n h cho lý t h u y ế t m ặ t cong t r o n g k h ô n g g ian E u c l i d R 3 . 
T r o n g c h ư ơ n g 5 c h ú n g t ô i t r ì n h b à y p h é p t o á n v i p h â n n h i ề u ch i ều 

cho c á c á n h x ạ t r ơ n , đ ồ n g t h ờ i n h ấ n m ạ n h c á c đ ị n h lí á n h x ạ ẩ n 
v à đ ị n h lí á n h x ạ ngược . H a i đ ị n h lí n à y đ ó n g va i t r ò t r u n g t â m 
t r o n g v i ệc n g h i ê n cứu c á c đ a t ạ p con t r o n g R n đ ư ợ c x á c đ ị n h b ở i 
h ệ p h ư ơ n g t r ì n h h à m . T r o n g c h ư ơ n g 6 c h ú n g t ô i t r ì n h b à y lý t h u y ế t 

t ổ n g q u á t c á c đ a t ạ p k h ả v i . Đ ó c h í n h l à c á c đ ố i t ư ợ n g t r u n g t â m 
của h ì n h học v i p h â n . 

C u ố i m ỗ i c h ư ơ n g c ó m ộ t số bài tập bổ sung cho phần lí thuyết. 

C á c b à i t ậ p l u y ệ n t ậ p cơ b ả n , c ầ n đ ư ợ c g i ả n g v i ê n c h ọ n t ừ c á c 
n g u ồ n k h á c . G i á o t r ì n h đ ư ợ c b i ê n soạn l ầ n đ ầ u k h ô n g t r á n h k h ỏ i 
n h ữ n g t h i ế u só t . C h ú n g t ô i m o n g n h ậ n đ ư ợ c n h i ề u ý k i ế n đ ó n g g ó p 
cho v i ệc b i ê n soạn, n ộ i d u n g v à h ì n h t h ứ c của g i á o t r ì n h . 

C á c t á c g i ả 



C h ư ơ n g Ì 

Đ ư ờ n g v à m ặ t b ậ c h a i 

T r o n g c h ư ơ n g n à y c h ú n g t a sẽ h ệ t h ố n g hoa l ạ i n h ữ n g k h á i n i ệ m v à 
k ế t q u ả n g h i ê n c ứ u đ ư ờ n g v à m ặ t t r o n g Đ ạ i số t u y ế n t í n h v à H ì n h 

học g i ả i t í c h d ư ớ i m ộ t c á c h n h ì n t h ố n g n h ấ t l à t h a m số hoa v à toa 
đ ộ hoa. C á c h n h ì n t h ố n g n h ấ t n à y sẽ cho m ộ t h ì n h d u n g sơ b ộ v ề 

p h ư ơ n g p h á p n g h i ê n c ứ u của h ì n h học v i p h â n cổ đ i ể n . 

1.1 Siêu phang afĩn 

Trong Đại số tuyến tính, các siêu phang afĩn đóng vai trò cơ bản, 
c á c m - p h ẳ n g đ ư ợ c x e m n h ư giao của h ệ c á c s i ê u phang a f ì n . 

T r o n g h ì n h h ọ c a f i n , s i ê u m ặ t a f i n l à đ ố i t ư ợ n g cơ b ả n . C á c giao 
của c á c s i ê u m ặ t bậc 2 cho t a c á c đ ố i t ư ơ n g k i ể u c á c n h á t c ắ t c ầ u , 
n h á t c ắ t e l l ipsoid , V.V.. . . 

1.1.1 Thuật khử Gauss-Jordan giải hệ phương 

t r ì n h t u y ế n t í n h 

Để giải hệ phương trình tuyến tính ta có thể sử dụng thuật khử 
Gauss-Jordan l à t h ự c h i ệ n c á c p h é p b i ế n đ ổ i sơ cấp t r ê n m a t r ậ n 
của h ệ p h ư ơ n g t r ì n h đ ã cho. C h ú n g t ô i cho r ằ n g học v i ê n đ ã b i ế t 

k ĩ v ề n h ữ n g v ấ n đ ề l i ên quan. 
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