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TÓM TẮT 
Năm 2010, Rudyak đã đưa ra khái niệm về độ phức tạp topô bậc cao của một không gian tô pô liên 

thông thường. Đây là một bất biến đồng luân, nó đo sự tồn tại của kế hoạch chuyển động bậc cao 

và có nhiều quan hệ với các bất biến khác. Việc tính toán độ phức tạp topô bậc cao trong trường 

hợp tổng quát là khó. Trong bài báo này, bằng việc xây dựng trực tiếp các nhát cắt trên các tập 

ENR, chúng tôi tính toán độ phức tạp tô pô bậc cao của tích kết các mặt cầu. 
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ABSTRACT 
In 2010, Rudyak introduced the concept of higher topological complexity of a topological space. 

This is a homotopy invariant, which measures the existence of higher motion plans and has 

many relations with other invariants. It is difficult to calculate higher topological complexity in 

the general case. In this paper, by directly constructing sections on ENRs, we compute directly 

the higher topological complexity of wegde product of spheres. 
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1 Kh¡i ni»m v  mët sè t½nh
ch§t cì b£n

Mð rëng kh¡i ni»m v· �ë phùc t¤p tæpæ,
n«m 2010, YB .Rudyak �¢ �÷a ra kh¡i ni»m v·
�ë phùc t¤p tæpæ bªc cao cho khæng gian tæpæ
li¶n thæng �÷íng nh÷ sau (xem [1]).

Vîi méi sè nguy¶n n ≥ 2, �°t Jn = [0; 1] ∨
[0; 1] ∨ ... ∨ [0; 1] l  k¸t cõa n �o¤n th¯ng �ìn
và t¤i �iºm 0. Kþ hi»u XJn l  tªp c¡c ¡nh x¤
li¶n töc γ : Jn → X. Khi �â XJn l  khæng gian
tæpæ vîi tæpæ compact mð. X²t ¡nh x¤

eXn : XJn → Xn

γ 7→ (γ(11), γ(12), ..., γ(1n)).

1i l  �iºm 1 cõa �o¤n [0; 1] thù i trong Jn. Khi
�â, en l  ph¥n thî theo ngh¾a Sere v  thî F
�çng lu¥n vîi (ΩX)n−1.

�ành ngh¾a 1. �ë phùc t¤p tæpæ cõa X l 
sè nguy¶n d÷ìng b² nh§t TCn(X) = k tho£
m¢n Xn câ thº phõ bði k tªp mð U1, ..., Uk

sao cho tr¶n méi Ui tçn t¤i mët nh¡t ct li¶n
töc si : Ui → PX tùc l  eXn si = idUi vîi måi
i = 1, ..., k.

Tø �ành ngh¾a ta câ TCn(X) = 1 khi v  ch¿
khi X co rót �÷ñc (xem [2]). Trong tr÷íng hñp
têng qu¡t vi»c t½nh to¡n b§t bi¸n n y kh¡ phùc
t¤p. �º l m �÷ñc �i·u n y, ng÷íi ta th÷ìng
ph£i �÷a ra ch°n tr¶n v  ch°n d÷îi.

M»nh �· sau cho ta ch°n d÷îi cõa TCn(X)
(xem [1])

M»nh �· 1. Cho X l  khæng gian li¶n thæng
�÷íng v  dn : X → Xn l  ¡nh x¤ �÷íng ch²o
t÷ìng ùng. N¸u tçn t¤i c¡c lîp �èi �çng �i·u
u1, ..., um ∈ H∗(Xn,Z) thäa m¢n:

i. d∗nui = 0 vîi måi i = 1, ...,m,

ii. Lîp u1...um ∈ H∗(Xn,Z) kh¡c khæng.

Khi �â TCn(X) ≥ m+ 1.

Chó þ r¬ng, n¸u X l  khæng gian tæpæ câ
kiºu �çng lu¥n cõa mët CW− phùc húu h¤n
chi·u th¼ (xem [3])

H∗(Xn,Z) ∼= H∗(X,Z)⊗...⊗H∗(X,Z) (n l¦n ).

M»nh �· ti¸p theo cho ta mët ch°n tr¶n cõa �ë
phùc tªp tæpæ bªc cao

M»nh �· 2. Cho X l  l  mët khæng gian tæpæ
câ kiºu �çng lu¥n cõa mët polyhedron. Khi �â,
n¸u Xn = X1 ∪ ... ∪ Xk, méi Xi l  ENR v 
tr¶n méi Xi tçn t¤i si : Xi → XJn sao cho
eXn ◦ si = idXi th¼ TCn(X) ≤ k. .

Chùng minh. Ta mð rëng méi tªp Xi nh÷ tr¶n
th nh mët tªp con mð trong Xn m  tr¶n �â
tçn t¤i nh¡t ct li¶n töc cõa eXn . Vîi méi tªp
ENR Xi v  ph²p nhóng Xi ⊂ Xn ⊂ RN . �°t
r : V → Xi l  co rót l¥n cªn. Khi �â tçn
t¤i tªp mð U cõa V vîi X ⊂ U ⊂ V thäa
m¢n c¡c ¡nh x¤ U ⊂ V v  U ⊂ V

r→ Xi ⊂
V �çng lu¥n. Do �â tçn t¤i mët �çng lu¥n
H : U × I → V,H(u, 0) = u,H(u, 1) ⊂ Xi.
X²t nh¡t ct s : Xi → XJn v  �°t g : U →
XJn , g(u) = sH(u, 1). Sû döng t½nh ch§t mð
rëng �çng lu¥n �º x¥y düng mët �çng lu¥n
G : U × I → E vîi pG = H v  G(u, 1) = g(u).
Khi �â σ : U → E, σ(u) = G(u, 0) l  nh¡t ct
li¶n töc tr¶n U .

Thüc ch§t v· sau khi x¥y düng c¡c nh¡t ct
ta th÷íng x¥y düng tr¶n c¡c tªp ENR.

2 �ë phùc t¤p tæpæ bªc cao
cõa t½ch k¸t c¡c m°t c¦u

Trong ph¦n n y b¬ng vi»c sû döng c¡c k¸t
qu£ cõa M»nh �· 1 v  M»nh �· 2, chóng tæi t½nh
to¡n trüc ti¸p k¸t qu£ v· �ë phùc t¤p tæpæ bªc
cao cõa c¡c m°t c¦u.

�ành lþ 1. Gi£ sû X l  t½ch k¸t cõa húu h¤n
c¡c m°t c¦u b§t k¼, ngh¾a l  X = Sk1∨· · ·∨Skm,
ki ≥ 1,m > 1. Khi �â TCn(X) = n+ 1.

Chùng minh. Theo k¸t qu£ v· v nh �¤i sè �èi
�çng �i·u cõa X, ta câ H∗(X) câ m ph¦n tû
sinh ui ∈ Hki(X), i = 1, ...,m thäa m¢n �i·u
ki»n uiuj = 0, vîi måi i, j. Tø m > 1, ta chån
hai ph¦n tû sinh ph¥n bi»t ui, uj , i 6= j. �°t

ūit = 1⊗1⊗...⊗1⊗
t
∨
ui⊗...⊗1−ui⊗1⊗...⊗1⊗1,

vîi t = 2, ..., n,
ūj = 1⊗ 1⊗ ...⊗ 1⊗ uj − uj ⊗ 1⊗ ...⊗ 1⊗ 1.
Khi �â c¡c ph¦n tû ūit, ūj �·u thuëc
H∗(X,Z)⊗ ...⊗H∗(X,Z). M°t kh¡c ta câ

ūj

n∏
t=2

ūit = ±uj⊗ui⊗...⊗ui±ui⊗...ui⊗uj 6= 0.



Hìn núa, d∗nūit = d∗nūj = 0. Do �â, theo M»nh
�· 1 ta câ TCn(X) ≥ n+ 1.

�º chùng minh �ành lþ ta ch¿ c¦n chùng
minh TCn(X) ≤ n + 1. Gåi P l  �iºm cì sð
cõa t½ch k¸t X = Sk1 ∨ · · · ∨ Skm , Pi ∈ Ski l 
c¡c �iºm xuy¶n t¥m �èi cõa P trong Ski t÷ìng
ùng. Cè �ành �÷íng �i γi tø P tîi Pi v  k½ hi»u
γ−1i l  �÷íng �i ng÷ñc l¤i.

Ta ph¥n t½ch Ski = Ui ∪ Vi, vîi Ui, Vi
l  c¡c tªp ENR v  Ui ∩ Vi = ∅, P ∈ Ui,
Pi ∈ Vi. Khi �â X ×X l  hñp ríi cõa c¡c tªp
Ui × Uj , Ui × Vj , Vi × Uj , Vi × Vj , 1 ≤ i, j ≤ m.
Vîi (A,B) ∈ X ×X, ta xªy düng �÷íng �i, k½
hi»u [A,B] tø A �¸n B nh÷ sau
+ N¸u (A,B) ∈ Ui × Uj th¼ [A,B] = [A,P ] ∗

[P,B], ch½nh l  �÷íng �i tø A �¸n B qua
P .

+ N¸u (A,B) ∈ Ui × Vj th¼ [A,B] = [A,P ] ∗
γj ∗ [Pj , B]: l  �÷íng �i tø A tîi B qua P
v  Pj .

+ N¸u (A,B) ∈ Vi × Uj th¼ [A,B] = [A,Pi] ∗
γ−1i ∗ [P,B]: l  �÷íng �i tø A tîi B qua
Pi v  P

+ N¸u (A,B) ∈ Vi × Vj th¼ [A,B] = [A,Pi] ∗
γ−1i ∗ γj ∗ [Pj , B]: l  �÷íng �i tø A tîi B
qua Pi, P v  Pj .

Ð �¥y, [A,P ], [A,Pi], [P,B], [Pj , B] l  �÷íng
trc �àa tø A to P , Pi v  tø P v  Pj tîi B
t÷ìng ùng.

�°t U = ∪Ui, V = ∪Vi. Khi �â vîi méi tªp
con K ⊂ {1, 2, ..., n} ta x²t

XK = {(A1, ..., An)|Ai ∈ V if only if i ∈ K}, and

Xk =
⋃
|K|=k

XK .

X²t ¡nh x¤

Φ : Xn −→ XJn .

bi¸n méi bëi (A1, A2, ..., An) ∈ Xn th nh
([A1, A1], [A1, A2], ..., [A1, An]) ∈ XJn Ta câ
Φ|Dk

: Dk −→ XJn l  nh¡t ct li¶n töc cõa
eXn . Hìn núa, Dk, k = 0, ..., n l  c¡c tªp ENR
v  phõ Xn. Do �â theo M»nh �· 2 TCn(X) ≤
n+ 1. Vªy ta câ �i·u ph£i chùng minh.

K¸t luªn: �ë phùc t¤p tæpæ bªc cao cõa
mët khæng gian tæpæ l  mët b§t bi¸n �çng lu¥n.
Theo k¸t qu£ trong [2] th¼ TCn(X) = 1 khi v 
ch¿ khi X l  khæng gian co rót �÷ñc. Trong
tr÷íng hñp têng qu¡t vi»c t½nh to¡n b§t bi¸n
n y l  khâ. Trong b i b¡o n y, chóng tæi t½nh
to¡n trüc ti¸p �ë phùc t¤p tæpæ bªc cao cõa
t½ch k¸t c¡c m°t c¦u. Cö thº, �º ÷îc l÷ñng ch°n
d÷îi chóng tæi sû döng �èi �çng �i·u k¼ dà, �º
÷îc l÷ñng ch°n tr¶n chóng tæi �¢ x¥y düng trüc
ti¸p nh¡t ct tr¶n c¡c tªp ENR.
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