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Tóm tắt 

Bài báo trình bày bài toán tối thiểu hóa thời gian chậm trễ tối đa khi thực hiện giải quyết các công việc 

có vai trò tương đương nhau trong nhà máy chỉ có một dây chuyền sản xuất. Trong phạm vi bài toán 

này, chúng tôi nghiên cứu bài toán nên thực hiện quy trình giải quyết các công việc có vai trò tương 

đương nhau trong nhà máy chỉ có một dây chuyền sản xuất theo thứ tự như thế nào để tối thiểu hóa 

được thời gian chậm trễ tối đa khi mà các công việc đã được chuẩn bị sẵn sàng để có thể ngay lập tức 

tham gia vào quá trình giải quyết các công việc. 

Từ khóa: Sắp xếp tối ưu, tối ưu hóa, mô hình toán học, thời gian trễ. 

MINIMIZING THE MAXIMUM DELAY TIME WHEN DEALING WITH PROBLEMS IN 

FACTORIES WITH ONLY ONE PRODUCTION LINE 

Abstract 

This paper addresses the problem of minimizing the maximum delay time to deal with equivalent tasks in 

factories with one production line. Within the scope of this research, we studied which order should be 

followed to deal with those equivalent tasks in factories with one production line to minimize the 

maximum delay time when tasks are ready for problem solving.  

Keywords:  Optimal arrangement, Optimization, Mathematical model, Delay time. 

1. Giới thiệu 

Bài toán trình tự sắp xếp là một bài toán tối 

ưu hóa tổ hợp quan trọng, đó là sử dụng một số 

dây chuyền xử lý, dây chuyền máy móc, nguồn 

lực để hoàn thành tối ưu một số lượng công việc 

hoặc công việc đã cho. Khi thực hiện giải quyết 

những công việc cần thỏa mãn một số điều kiện 

giới hạn về thời gian đạt đến, thời gian hạn định 

phải hoàn thành, thứ tự thực hiện các công việc… 

Mục đích là làm cho hàm mục tiêu đạt giá trị tối 

ưu, trong đó hàm mục tiêu thông thường là thời 

gian thực hiện, trình tự giải quyết các công việc… 

Trong phân loại bài toán trình tự sắp xếp, 

nếu như tất cả những dữ liệu số liệu đều được 

biết trước khi tiến hành thực hiện thì được gọi là 

bài toán trình tự sắp xếp xác định. Nếu như có 

một vài dữ liệu số liệu chưa được biết, những số 

liệu đó là một vài biến lượng ngẫu nhiên, nhưng 

sự phân bố của chúng là đã biết, khi đó bài toán 

này được gọi là bài toán trình tự sắp xếp ngẫu 

nhiên. Dù là bài toán trình tự sắp xếp ngẫu nhiên 

hay xác định, ta đều có thể giả sử như sau:  

(i) Số công việc và số dây chuyền sản xuất 

xử lý là hữu hạn.  

(ii) Trong bất kỳ một khoảng thời gian, trên 

bất kỳ một dây chuyền xử lý nào chỉ được xử lý 

duy nhất một công việc hoặc thứ tự công việc 

nào đó.  

Một trong những hàm mục tiêu quan trọng 

của bài toán trình tự sắp xếp trong nhà máy chỉ 

có một dây chuyền sản xuất là cực tiểu hóa tổng 

thời gian hoàn thành thực hiện của các công việc 

có vai trò tương đương nhau hoặc có trọng số 

khác nhau. Cụ thể, đối với bài toán tối thiểu hóa 

tổng thời gian hoàn thành thực hiện các công 

việc có vai trò tương đương nhau, Peter Brucker 

và Nguyễn Việt Hưng cùng các tác giả đã chứng 

minh được rằng điều kiện cần và đủ để một dãy 

các công việc là một trình tự tối ưu đó là các 

công việc phải được sắp xếp theo thứ tự không 

giảm thời gian hoàn thành thực hiện    của từng 

công việc; đối với bài toán tối thiểu hóa tổng thời 

gian hoàn thành thực hiện các công việc có vai 

trò khác nhau, Peter Brucker và Nguyễn Việt 

Hưng cùng các tác giả đã chứng minh được rằng 

điều kiện cần và đủ để một dãy các công việc là 

một trình tự tối ưu đó là các công việc phải được 

sắp xếp theo thứ tự không tăng của các tỉ số 
  

  
 , 

trong đó    và     lần lượt là thời gian hoàn 

thành thực hiện và trọng số của công việc thứ  . 
Bài toán tối thiểu hóa thời gian chậm trễ tối 

đa khi thực hiện giải quyết các công việc có vai 

trò tương đương trong nhà máy chỉ có một dây 

chuyền sản xuất cũng là một trong những bài 

toán trình tự sắp xếp, đồng thời cũng là một 

trong những bài toán sắp xếp quan trọng, có 

phạm vi ứng dụng lớn, nâng cao hiệu xuất lao 

động, có ý nghĩa cực kỳ to lớn. Việc tìm ra quy 

trình giải quyết các công việc theo thứ tự như thế 

nào để tối thiểu hóa được thời gian chậm trễ tối 

đa khi thực hiện giải quyết các công việc có vai 
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trò tương đương trong nhà máy chỉ có một dây 

chuyền sản xuất sẽ giúp cho nhà sản xuất đảm 

bảo được uy tín của cá nhân cũng như các doanh 

nghiệp đối với khách hàng. 

Trong phạm vi bài báo này, chúng tôi 

nghiên cứu và đưa ra kết quả về bài toán nên 

thực hiện quy trình giải quyết các công việc có 

vai trò tương đương nhau trong nhà máy chỉ có 

một dây chuyền sản xuất theo thứ tự như thế nào 

để tối thiểu hóa được thời gian chậm trễ tối đa 

khi mà các công việc đều đã được chuẩn bị sẵn 

sàng để có thể ngay lập tức tham gia vào quá 

trình giải quyết các công việc. 

2. Bài toán tối thiểu hóa thời gian chậm trễ tối 

đa khi thực hiện giải quyết các công việc có 

thời gian đến nhƣ nhau trong nhà mày chỉ có 

một dây chuyền sản xuất. 

Cho một thứ tự gồm   công việc. Trước hết, 

chúng tôi đưa ra một số kí hiệu như sau. 

   : Là công việc thứ    trong một dãy thứ tự các 

công việc (        ); 

   : Là thời gian để thực hiện của công việc   ; 

   : Là kỳ hạn phải hoàn thành của công việc   ; 

   ∑   
 
    là thời gian hoàn thành thực 

hiện của công việc   . 

Thời gian chậm trễ tối đa:      

        {  } , trong đó,          là thời 

gian chậm trễ của công việc   . 

Bài toán đưa ra là tối thiểu hóa thời gian 

chậm trễ tối đa khi thực hiện giải quyết các công 

việc có thời gian đến như nhau trong nhà máy chỉ 

có một dây chuyền sản xuất. Nghĩa là, phải sắp 

xếp các công việc thực hiện trên một dây chuyền 

của nhà máy theo thứ tự như thế nào thì thời gian 

chậm trễ tối đa      sẽ đạt giá trị nhỏ nhất. 

Ví dụ 2.1: Xem xét bài toán sau: Trong nhà 

máy chỉ có một dây chuyền sản xuất, tìm thời 

gian chậm trễ tối đa khi thực hiện giải quyết các 

công việc được sắp thứ tự lần lượt       
                với các dữ liệu cho theo 

bảng sau: 

Công việc (  ) T1 T2 T3 T4 T5 T6 

Thời gian thực hiện tương ứng (  ) (đơn vị: phút) 3 1 4 1 3 2 

Kỳ hạn phải hoàn thành (  ) 2 10 6 4 11 12 

Với số liệu đã cho, thời gian hoàn thành của 

các công việc lần lượt tính được là: 

C1 =3; C2 = 4; C3 = 8; C4 = 9; C5 = 12; C6 = 14 

Khi đó, thời gian chậm trễ của các công việc 

lần lượt là:  

L1 = 1; L = - 6; L3 = 2; L4 = 5; L5 = 1; L6 = 2 

Vậy thời gian chậm trễ tối đa Lmax  = 5. 

Mặt khác, nếu thay đổi thứ tự các công việc 

thành                      , thì cũng 

với cách tính tương tự, thời gian chậm trễ của 

các công việc lần lượt là:  

L1 = 1; L3 = 1; L4 = 4; L2 = -1; L5 = 1; L6 = 2 

Vậy trễ tối đa  Lmax  = 4   

Như vậy, có thể thấy rằng, khi thay đổi thứ tự 

thực hiện các công việc trên dây chuyền sản xuất, 

thì thời gian chậm trễ tối đa (có thể) khác nhau.  

Vậy bài toán đặt ra là, khi thực hiện thực 

hiện một tập hợp các công việc với thời kỳ hạn 

của mỗi công việc đã được được khách hàng 

định sẵn, thì mỗi nhà máy (hoặc cơ sở sản xuất, 

doanh nghiệp) phải tìm ra thứ tự thực hiện của 

các công việc đó nên sắp xếp thế nào để thời gian 

chậm trễ tối đa là nhỏ nhất? Có như vậy mới đảm 

bảo được uy tín của cá nhân cũng như các doanh 

nghiệp đối với khách hàng.  

Sau đây chúng tôi nghiên cứu bài toán đó. 

3. Một điều kiện đủ để của bài toán tối 

thiểu hóa thời gian chậm trễ tối đa khi 

thực hiện giải quyết các công việc có thời 

gian đến nhƣ nhau trong nhà mày chỉ có 

một dây chuyền sản xuất là tối ƣu 
Trước đây, Peter Brucker đã từng đưa ra 

một điều kiện đủ là các công việc cần sắp xếp 

theo trình tự:                          , 

nghĩa là khi các công việc được sắp xếp theo 

trình tự không giảm của các kỳ hạn, thì sẽ thu 

được trình tự tối ưu đối với bài toán đưa ra. Tuy 

nhiên, Peter Brucker không chứng minh được 

điều ngược lại rằng, khi mà trình tự là tối ưu đối 

với bài toán đưa ra thì trình tự đó có còn thoả 

mãn là các công việc có còn được sắp xếp theo 

trình tự không giảm của các kỳ hạn hay không? 

Sau đây là điều kiện của Peter Brucker đưa 

ra. Chúng tôi diễn giải lại cụ thể và làm sáng rõ 

hơn chứng minh đó. 

Định lý 3.1: Trình tự                    

       giải quyết bài toán tìm trình tự tối ưu đối 

với bài toán tối thiểu hóa thời gian chậm trễ tối 

đa khi thực hiện giải quyết các công việc có thời 

gian đến như nhau trong nhà máy chỉ có một dây 

chuyền sản xuất. 

Chứng minh: Ta chứng minh bất kỳ trình 

tự nào không thoả mãn quy tắc               

             đều có thể chuyển hoá thành trình 
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tự thoả mãn quy tắc này mà hàm mục tiêu là 

không tăng. Giả sử rằng mỗi trình tự tối ưu   bất 

kỳ đều không thoả mãn quy tắc        

                  . Khi đó, trong trình tự này, 

ít nhất có 2 công việc cạnh nhau    và    trong 

đó    đứng trước    và      . Giả sử công 

việc    bắt đầu được thực hiện tại thời điểm t.     

Khi đó: 

             

                  

Trong trình tự π ta thay đổi như sau: Thay 

đổi vị trí của hai công việc    và   , giả sử ngoài 

vị trí của tất cả các công việc khác. Ta thu được 

trình tự   , trong đó, thời gian bắt đầu thực hiện 

của công việc    là t và    được thực hiện ngay 

sau khi thúc   . 

Do đó: 

  
                 

  
            . 

Do       nên      
  và      

 . Vì 

vậy:          
 . 

Điều này chỉ ra rằng, bất kỳ trình tự nào 

không thoả mãn quy tắc                    

       đều có thể chuyển hoá thành trình tự thoả 

mãn quy tắc                           mà 

hàm mục tiêu không tăng. Điều phải chứng minh.  

Quay lại với Ví dụ 2.1, với bảng số liệu ban 

đầu: 

Công việc (  ) T1 T2 T3 T4 T5 T6 

Thời gian thực hiện tương ứng (  ) (đơn vị: phút) 3 1 4 1 3 2 

Kỳ hạn phải hoàn thành (  ) 2 10 6 4 11 12 

Theo quy tắc                           

ta tìm được trình tự tối ưu là:  

                   . Và cũng với tính toán 

tương tự, ta tìm được trễ tối đa       . 

Tiếp theo, chúng tôi đưa ra một kết quả bao 

gồm cả điều kiện cần và đủ đối với bài toán tối 

thiểu hóa thời gian chậm trễ tối đa của các công 

việc có thời gian đến như nhau trên mô hình dây 

chuyền đơn như sau. 

4. Điều kiện cần và đủ của bài toán tối 

thiểu hóa thời gian chậm trễ tối đa của các 

công việc có thời gian đến nhƣ nhau trên 

mô hình dây chuyền đơn 
Định nghĩa 4.1. Đối với một trình tự sắp 

xếp   cho trước, một công việc       được gọi là 

chủ chốt nếu nó có thời gian trễ tối đa       

       . 

Định lý 4.1. Một trình tự sắp xếp   là tối ưu 

đối với bài toán tối thiểu hóa thời gian chậm trễ 

tối đa của các công việc có thời gian đến như 

nhau trên mô hình dây chuyền đơn  nếu và chỉ 

nếu có một công việc chủ chốt       sao cho 

                .  

Chứng minh: Giả sử   là một giải pháp tối 

ưu. Chúng ta chứng minh điều kiện cần bằng 

cách đánh số các công việc chủ chốt của  . Đầu 

tiên, xét trường hợp chỉ có một công việc chủ 

chốt. Nếu có tồn tại một     sao cho       

     , thì                           có thể 

thay đổi thành                           . 

Dễ thấy thời gian trễ của       đối với    nhỏ 

hơn       đối với π và thời gian trễ của các công 

việc khác là không tăng.  

Vì vậy,       
          . Điều này 

mâu thuẫn với sự tối ưu của π.  

Tiếp theo, giả sử điều kiện cần giữ nguyên 

tất cả các trình tự tối ưu nhỏ hơn k công việc chủ 

chốt và xét trường hợp π có k ≥ 2 công việc chủ 

chốt. Nếu khẳng định không giữ nguyên đối với 

π, thì đối với công việc chủ chốt đầu tiên      , 

tồn tại i < r sao cho            . Như vậy, 

chúng tôi có thể thay đổi công việc       tới vị trí 

ngay sau       và làm cho       không còn là 

công việc chủ chốt nữa. Kết quả này trong một 

trình tự tối ưu   có ít hơn k công việc chủ chốt. 

Điều này mâu thuẫn với giả thiết quy nạp.  

Ngược lại, giả sử có một công việc chủ chốt 

      sao cho                 . Chúng tôi có 

thể giả sử rằng                 . Nếu điều 

này không đúng đối với một vài  j, thì: 

Lπ(r) = Cπ(r) − dπ(r) < Cπ(j) − dπ(j) = Lπ(j). 

Điều này mâu thuẫn với Lπ(r) = Lmax(π). Do 

vậy dπ(i) ≤ dπ(r) ≤ dπ(j),  i < r < j. 

Như vậy chúng ta có thể sắp xếp lại thứ tự 

các công việc trước π(r) và các công việc sau 

π(r) tương ứng, theo quy tắc               

            và có được một tình tự sắp xếp mới 

  . Do    tuân theo quy tắc               

            vậy nó là tối ưu. Và do thứ tự sắp 

xếp ở trên không làm thay đổi Lπ(r), dẫn đến 

              
   và như vậy   cũng là tối 

ưu. Định lí được chứng minh.  

Cũng với Ví dụ 2.1, xét bài toán đối với 6 

công việc trong nhà máy chỉ có một dây chuyền 

sản xuất với thông số của khách hàng cho trong 

bảng dưới đây. Tìm thời gian chậm trễ tối đa khi 

thực hiện giải quyết 6 công việc đó. 
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Công việc (  )                   

Thời gian thực hiện tương ứng (  ) 

(đơn vị: phút) 
3 1 4 1 3 2 

Kỳ hạn phải hoàn thành (  ) 2 10 6 4 11 12 

Thời gian chậm trễ tối đa         {  }, 

trong đó,         , là thời gian chậm trễ 

của công việc   . 

Ta có: d1 < d4 < d3 < d2 < d5 < d6. 

Theo quy tắc                           

ta tìm được trình tự tối ưu là:  

                   . 

Với thời gian thực hiện của các công việc là 

C1 = 3; C4 = 4; C3 = 8; C2 = 9; C5 = 12; C6 = 14. 

Khi đó, thời gian chậm trễ của các công việc 

là: L1 = 1; L4 = 0; L3 = 2; L2 = 1; L5 = 1; L6 = 2. 

Trễ tối đa Lmax = 2. 

Ngược lại, chúng ta thấy rằng, công việc    

có L3=2=Lmax và trong trình tự                     
thì d1 < d3 và d4 < d3. Theo chứng minh phần 

trên thì mọi trình tự tối ưu khác đều phải cho kết 

quả của thời gian chậm trễ tối đa là Lmax=2. 

5.  Kết luận 
Trong phạm vi bài toán này, chúng tôi 

nghiên cứu bài toán nên thực hiện quy trình giải 

quyết các công việc có vai trò tương đương nhau 

trong nhà máy chỉ có một dây chuyền sản xuất 

theo thứ tự như thế nào để tối thiểu hóa thời gian 

chậm trễ tối đa khi mà các công việc đã được 

chuẩn bị sẵn sàng để có thể ngay lập tức tham gia 

vào quá trình giải quyết các công việc. 

Với kết quả này, hướng nghiên cứu tiếp theo 

có thể xem xét, nghiên cứu đối với bài toán 

ngược. Tức là, khi khách hàng yêu cầu trình tự 

của các công việc phải cố định trước theo yêu 

cầu của họ (nhà máy không được thay đổi thứ tự 

của các công việc khi thực hiện). Như vậy, dây 

chuyền có thể không có được thời gian chậm trễ 

tối đa khi thực hiện các công việc là nhỏ nhất 

(việc tối thiểu hóa thời gian chậm trễ tối đa 

không thực hiện được). Các nhà máy (cụ thể là 

các chủ cơ sở) cần phải thỏa thuận, thương lượng 

với khách hàng thay đổi một số thông số của 

công việc như: Thời gian gia công hoặc kỳ hạn 

để trình tự mà khách hàng đưa ra là tối ưu. 
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