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MÐ ��U

B i to¡n �°t khæng ch¿nh xu§t hi»n trong nhi·u l¾nh vüc ùng döng. B i to¡n

n y câ li¶n quan �¸n �àa vªt lþ, vªt lþ plasma, c¡c b i to¡n v· l¾nh vüc �i»n sinh

håc... Trong mët b i b¡o nêi ti¸ng cõa Hadamard, b i to¡n n y l¦n �¦u ti¶n

�÷ñc giîi thi»u nh÷ l  mët v½ dö kinh �iºn v· b i to¡n �°t khæng ch¿nh. �°c

�iºm nêi bªt cõa b i to¡n n y l  mët thay �êi nhä trong dú ki»n công câ thº

d¨n �¸n mët sai l»ch lîn v· nghi»m cõa b i to¡n. Hadamard cho r¬ng c¡c b i

to¡n �°t khæng ch¿nh khæng câ þ ngh¾a vªt l½. Ch½nh v¼ vªy, vi»c nghi¶n cùu c¡c

b i to¡n �°t khæng ch¿nh �º t¼m ra c¡c �¡nh gi¡ ên �ành v  c¡c ph÷ìng ph¡p

ch¿nh hâa l  mët vi»c quan trång.

Ph÷ìng ph¡p lçi lægarit l  mët trong nhúng ph÷ìng ph¡p dòng �º ên �ành hâa

c¡c b i to¡n �°t khæng ch¿nh trong ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng. Ph÷ìng ph¡p

n y �÷ñc nghi¶n cùu bði Pucci (1955), John (1955, 1960), Lavrentiev (1956) and

Payne (1960), �inh Nho H o v  Nguy¹n V«n �ùc (2009, 2010, 2011). �¥y l  k¾

thuªt �¡nh gi¡ düa tr¶n c¡c b§t �¯ng thùc bªc hai v· �¤o h m �º �÷a ra giîi

h¤n tr¶n v  giîi h¤n d÷îi cho mët h m lçi lægarit, �¥y l  mët h m cõa nghi»m.

C¡c �¡nh gi¡ �â �÷ñc dòng �º thi¸t lªp t½nh duy nh§t nghi»m cõa b i to¡n v 

ta câ thº chùng minh �÷ñc sü phö thuëc li¶n töc cõa nghi»m v o dú ki»n �¢ cho

theo mët ngh¾a n o �â.

Luªn v«n tr¼nh b y v· ph÷ìng ph¡p lçi lægarit v  mët sè ùng döng cõa

ph÷ìng ph¡p �º ên �ành hâa b i to¡n �°t khæng ch¿nh trong ph÷ìng tr¼nh �¤o

h m ri¶ng. Cö thº, luªn v«n gçm hai ch÷ìng: Ch÷ìng 1, t¡c gi£ tr¼nh b y v·

h m lçi, mët v i ki¸n thùc cì b£n cõa ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng v  ph÷ìng

ph¡p lçi lægarit; Ch÷ìng 2, t¡c gi£ tr¼nh b y hai b i to¡n minh håa cho ph÷ìng
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ph¡p n y, �â l  b i to¡n Cauchy cho ph÷ìng tr¼nh parabolic ng÷ñc thíi gian v 

b i to¡n Cauchy cho ph÷ìng tr¼nh Laplace. �¥y l  c¡c b i to¡n �°t khæng ch¿nh

v  t¡c gi£ �¢ sû döng ph÷ìng ph¡p lçi lægarit �º �÷a ra �¡nh gi¡ ên �ành cho

nghi»m cõa c¡c b i to¡n n y vîi �i·u ki»n �÷ñc bê sung. Ph¦n cuèi Ch÷ìng 2,

t¡c gi£ câ tr¼nh b y th¶m mët b i to¡n câ thº xem nh÷ mð rëng cõa b i to¡n

Cauchy cho ph÷ìng tr¼nh Laplace.

Luªn v«n �÷ñc ho n th nh d÷îi sü h÷îng d¨n cõa TS. Bòi Vi»t H÷ìng. Cæ

�¢ tªn t¼nh h÷îng d¨n, ch¿ b£o em trong suèt qu¡ tr¼nh håc tªp v  nghi¶n cùu.

Em xin b y tä láng bi¸t ìn s¥u s­c tîi Cæ.

Em công xin b y tä láng bi¸t ìn tr¥n th nh tîi Th¦y Cæ gi¡o khoa To¡n -

Tin, tr÷íng �¤i håc Khoa håc, �¤i håc Th¡i Nguy¶n �¢ tªn t¼nh gi£ng d¤y v 

t¤o måi �i·u ki»n thuªn lñi trong qu¡ tr¼nh em håc tªp v  nghi¶n cùu t¤i tr÷íng.

Em xin tr¥n th nh c£m ìn TS. Mai Vi¸t Thuªn v  TS. Tr÷ìng Minh Tuy¶n �¢

d nh sü quan t¥m v  câ nhúng líi �ëng vi¶n kàp thíi �º em cè g­ng ho n th nh

luªn v«n n y.

Cuèi còng em xin c£m ìn gia �¼nh, b¤n b± v  chçng em �¢ luæn ð b¶n �ëng

vi¶n, t¤o �i·u ki»n cho em trong suèt qu¡ tr¼nh håc tªp v  thüc hi»n luªn v«n.
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Ch÷ìng 1

KI�N THÙC CHU�N BÀ

1.1. Tªp lçi. H m lçi

Möc n y tr¼nh b y mët sè kh¡i ni»m, �ành ngh¾a v  k¸t qu£ c¦n thi¸t li¶n

quan �¸n h m lçi v  tªp lçi. Nëi dung cõa möc �÷ñc tham kh£o tø [2].

1.1.1. Tªp lçi

�ành ngh¾a 1.1 Cho hai �iºm a, b ∈ Rn.

i) �÷íng th¯ng �i qua hai �iºm a v  b l  tªp hñp câ d¤ng

{x ∈ Rn|x = λa+ (1− λ)b, λ ∈ R}.

ii) �o¤n th¯ng �i qua hai �iºm a v  b l  tªp hñp câ d¤ng

{x ∈ Rn|x = λa+ (1− λ)b, λ ∈ [0, 1]}.

�ành ngh¾a 1.2 Tªp C ⊂ Rn �÷ñc gåi l  tªp lçi n¸u C chùa måi �o¤n th¯ng

nèi hai �iºm b§t ký cõa nâ, tùc l 

∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1], ta câ λx+ (1− λ)y ∈ C.

�ành ngh¾a 1.3 i) Ta nâi x l  tê hñp lçi cõa c¡c �iºm (vectì) x1, x2, · · · , xk

n¸u

x =
k∑
j=1

λjx
j vîi λj > 0,∀j = 1, 2, · · · , k v 

k∑
j=1

λj = 1.
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ii) Ta nâi x l  tê hñp affine cõa c¡c �iºm (vectì) x1, x2, · · · , xk n¸u

x =
k∑
j=1

λjx
j vîi

k∑
j=1

λj = 1.

M»nh �· 1.1 Tªp hñp C l  lçi khi v  ch¿ khi nâ chùa måi tê hñp lçi cõa c¡c

�iºm cõa nâ, tùc l  vîi måi k ∈ N, vîi måi λ1, λ2, · · · , λk > 0 sao cho
k∑
j=1

λj = 1

v  vîi måi x1, x2, · · · , xk ∈ C ta câ

k∑
j=1

λjx
j ∈ C.

�ành ngh¾a 1.4 Mët tªp C �÷ñc gåi l  nân n¸u vîi måi λ > 0, vîi måi x ∈ C

ta câ λx ∈ C.

i) Mët nân �÷ñc gåi l  nân lçi n¸u nâ l  tªp lçi.

ii) Mët nân lçi �÷ñc gåi l  nân nhån n¸u nâ khæng chùa �÷íng th¯ng, khi �â

ta nâi 0 l  �¿nh cõa nân. N¸u nân n y l  mët tªp lçi �a di»n th¼ ta nâi nâ

l  nân lçi �a di»n.

�ành ngh¾a 1.5 Cho C ⊂ Rn l  mët tªp lçi v  x ∈ C.

i) Tªp

NC(x) = {w : 〈w, y − x〉 ≤ 0,∀y ∈ C},

�÷ñc gåi l  nân ph¡p tuy¸n (ngo i) cõa C t¤i x.

ii) Tªp

−NC(x) = {w : 〈w, y − x〉 ≥ 0,∀y ∈ C},

�÷ñc gåi l  nân ph¡p tuy¸n (trong) cõa C t¤i x.

�ành lþ 1.1 (�ành lþ x§p x¿ tuy¸n t½nh tªp lçi) Måi tªp lçi, �âng, kh¡c

réng v  khæng tròng vîi to n bë khæng gian �·u l  giao cõa t§t c£ c¡c nûa khæng

gian tüa cõa nâ.
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�ành ngh¾a 1.6 Cho hai tªp C v  D kh¡c réng, ta nâi si¶u ph¯ng aTx = α

t¡ch C v  D n¸u

aTx ≤ α ≤ aTy,∀a ∈ C, y ∈ D.

Ta nâi si¶u ph¯ng aTx = α t¡ch ch°t C v  D n¸u

aTx < α < aTy,∀a ∈ C, y ∈ D.

Ta nâi si¶u ph¯ng aTx = α t¡ch m¤nh C v  D n¸u

sup
x∈C

aTx < α < inf
y∈D

aTy,∀a ∈ C, y ∈ D.

�ành lþ 1.2 (�ành lþ t¡ch 1) Cho C v  D l  hai tªp lçi, kh¡c réng trong Rn

sao cho C ∩D = ∅. Khi �â câ mët si¶u ph¯ng t¡ch C v  D.

�ành lþ 1.3 (�ành lþ t¡ch 2) Cho C v  D l  hai tªp lçi, �âng, kh¡c réng

trong Rn sao cho C ∩D = ∅. Gi£ sû ½t nh§t mët trong hai tªp l  tªp compact.

Khi �â, hai tªp n y câ thº t¡ch m¤nh �÷ñc bði mët si¶u ph¯ng.

1.1.2. H m lçi

Cho C ⊂ Rn l  tªp lçi v  f : C → R. Ta k½ hi»u

domf = {x ∈ C : f(x) < +∞},

epif = {(x, α) ∈ C × R : f(x) ≤ α}.

�ành ngh¾a 1.7 Tªp domf �÷ñc gåi l  mi·n húu hi»u cõa f . Tªp epif �÷ñc

gåi l  tr¶n �ç thà cõa f .

B¬ng c¡ch �°t f(x) = +∞ n¸u x /∈ C, ta câ thº coi f x¡c �ành tr¶n to n

khæng gian. Khi �â, ta câ

domf = {x ∈ Rn : f(x) ≤ +∞},

epif = {(x, α) ∈ Rn × R : f(x) ≤ α}.
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�ành ngh¾a 1.8 Cho C ⊂ Rn, C 6= ∅ l  tªp lçi v  f : C → [−∞,+∞]. Ta nâi

f l  h m lçi tr¶n C n¸u epif l  tªp lçi trong Rn+1.

�ành ngh¾a tr¶n t÷ìng �÷ìng vîi: ∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ (0, 1) ta câ

f [λx+ (1− λ)y] ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Nhªn x²t 1.1 V· m°t h¼nh håc, �÷íng cong biºu di¹n mët h m lçi ph£i thäa

m¢n hai t½nh ch§t sau

i) khæng n¬m tr¶n �o¤n th¯ng nèi b§t ký hai �iºm n o thuëc �÷íng cong.

ii) khæng n¬m d÷îi ti¸p tuy¸n t¤i b§t ký �iºm n o thuëc �÷íng cong.

V· m°t gi£i t½ch, nhªn x²t tr¶n câ thº biºu di¹n d÷îi d¤ng b§t �¯ng thùc sau

f(a) + f ′(a)(x− a) ≤ f(x) ≤ f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x− a). (1.1)

�ành ngh¾a 1.9 Cho C ⊂ Rn, C 6= ∅ l  tªp lçi.

i) H m f : Rn → [−∞,+∞] �÷ñc gåi l  lçi ch°t tr¶n C n¸u

f [λx+ (1− λ)y] < λf(x) + (1− λ)f(y), ∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ (0, 1).

ii) H m f : Rn → [−∞,+∞] �÷ñc gåi l  lçi m¤nh tr¶n C vîi h» sè η > 0 n¸u

vîi måi x, y ∈ C, vîi måi λ ∈ (0, 1)

f [λx+ (1− λ)y] ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)−
1

2
ηλ(1− λ)‖x− y‖2.
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iii) H m f : Rn → [−∞,+∞] �÷ñc gåi l  h m lãm tr¶n C n¸u −f l  h m lçi

tr¶n C.

M»nh �· 1.2 Mët h m f : C → R l  h m lçi tr¶n C khi v  ch¿ khi vîi måi

x, y ∈ C, vîi måi α, β thäa m¢n f(x) < α, f(y) < β, vîi måi sè λ ∈ [0, 1] ta câ

f [λx+ (1− λ)y] ≤ λα + (1− λ)β.

V½ dö 1.1 Mët sè v½ dö v· h m lçi

i) Chu©n Euclide ||x|| l  mët h m lçi tr¶n Rn, trong �â x ∈ Rn.

ii) Cho C ⊂ Rn l  tªp lçi kh¡c réng, h m ch¿ cõa C, �÷ñc �ành ngh¾a

δC(x) :=

0 n¸u x ∈ C

+∞ n¸u x /∈ C

l  mët h m lçi.

iii) Cho C ⊂ Rn l  tªp lçi kh¡c réng, h m tüa cõa C, �÷ñc �ành ngh¾a

SC(x) := sup
y∈C
〈y, x〉

l  mët h m lçi.

iv) Cho C ⊂ Rn l  tªp lçi kh¡c réng, h m kho£ng c¡ch �¸n tªp C, �÷ñc �ành

ngh¾a

dC(x) := min
y∈C
‖x− y‖

l  mët h m lçi.

�ành ngh¾a 1.10 H m f �÷ñc gåi l  h m ch½nh th÷íng n¸u domf 6= ∅ v 

f(x) > −∞ vîi måi x.

�ành ngh¾a 1.11 H m f �÷ñc gåi l  h m �âng n¸u epif l  tªp �âng trong

khæng gian Rn+1.
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