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Mở đầu

1. Mục đích của đề tài luận văn

Một trong những bài toán kinh điển của Lý thuyết số là Bài toán

Nagell-Ljunggren: Tìm những số nguyên n > 2 và q ≥ 2 để phương

trình Diophantine

yq =
bn − 1

b− 1
(1)

có cặp nghiệm nguyên (y, b) thỏa mãn |b| , |y| > 1.

Vào khoảng những năm 1920 đến 1940, Nagell và Ljunggren đã công

bố những kết quả đầu tiên về lời giải của phương trình Diophante (1),

đó là khẳng định ngoài các lời giải : (3, 11, 5, 2); (7, 20, 4, 2); (18, 7, 3, 3);

(−19, 7, 3, 3); phương trình (1) không có lời giải (b, y, n, q) nào khác nếu

một trong các điều kiện sau thỏa mãn:

(i) q = 2;

(ii) 3 là ước của n;

(iii) 4 là ước của n;

(iv) q = 3 và n 6≡ 5(mod6).

Từ đó đến nay, với tên gọi là phương trình Nagell-Ljunggren, vấn đề

này đã được rất nhiều nhà toán học quan tâm và có nhiều công bố trong

những năm gần đây.

- Năm 2015, Michael A.Bennett và Aaron Levin đã công bố một kết

quả nghiên cứu tốt hơn rất nhiều so với kết quả của Yann Bugeaud và

Preda Mihăilescu năm 2007.

- Năm 2017, Andrew Bridy, Robert J.Lemke Oliver, Arlo Shallit và

Jeffrey Shallit đã công bố một kết quả mở rộng mới về vấn đề này qua

bài báo “On the Generalized Nagell-Ljunggren Problem: Powers with

Repetitive Representations”.
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Mục đích của luận văn là trình bày lại các kết quả của hai bài

báo: “The Nagell–Ljunggren equation via Runge’s method” của Michael

A.Bennett, Aaron Levin và “On the Generalized Nagell-Ljunggren Prob-

lem: Powers with Repetitive Representations” của Andrew Bridy, Robert

J.Lemke Oliver, Arlo Shallit và Jeffrey Shallit.

2. Nội dung đề tài

Luận văn được chia làm ba chương, trong đó:

Chương 1. Phương trình Nagell-Ljunggren

Chương đầu tiên trình bày về bài toán Nagell-Ljunggren và một kết

quả mới của phương trình Nagell-Ljunggren khi sử dụng phương pháp

cổ điển của Runge.

Chương 2. Ứng dụng giả thuyết abc để giải phương trình

Nagell-Ljunggren

Chương thứ hai trình bày về giả thuyết abc, một số khái niệm, kí

hiệu mới, các bộ ba chấp nhận được và quan trọng là ứng dụng của Giả

thuyết abc vào giải phương trình Nagell-Ljunggren.

Chương 3. Các lời giải của phương trình Nagell-Ljunggren

suy rộng đối với các bộ ba (q, n, l) chấp nhận được

Chương cuối cùng trình bày chi tiết lời giải của bài toán Nagell-

Ljunggren suy rộng đối với 9 trường hợp mà bộ ba (q, n, l) chấp nhận

được thông qua việc chứng minh các định lý.

Phần kết luận của luận văn tổng kết lại toàn bộ các kết quả đã đạt

được.
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Chương 1

Phương trình Nagell-Ljunggren

1.1. Giới thiệu bài toán Nagell-Ljunggren

Bài toán 1.1.1 (Bài toán Nagell-Ljunggren). Tìm những số nguyên

n > 2 và q ≥ 2 để phương trình Diophantine

yq =
bn − 1

b− 1
(1.1)

có cặp nghiệm nguyên (y, b) thỏa mãn |b| , |y| > 1.

1.2. Phương pháp Runge và một vài kết quả đã biết

Vào khoảng những năm 1920 đến 1940, Nagell và Ljunggren đã công

bố những kết quả đầu tiên về lời giải của phương trình Diophante (1.1),

đó là khẳng định ngoài các lời giải : (3, 11, 5, 2); (7, 20, 4, 2); (18, 7, 3, 3);

(−19, 7, 3, 3); phương trình (1.1) không có lời giải (b, y, n, q) nào khác

nếu một trong các điều kiện sau thỏa mãn:

(i) q = 2;

(ii) 3 là ước của n;

(iii) 4 là ước của n;

(iv) q = 3 và n 6≡ 5(mod6).

Từ đó đến nay, với tên gọi là phương trình Nagell-Ljunggren, vấn đề

này đã được rất nhiều nhà toán học quan tâm và có nhiều công bố trong

những năm gần đây.

Năm 1887, trong một bài báo của mình, C.Runge đã mô tả một

phương pháp dùng để xác định các nghiệm nguyên của các phương

trình Diophantine có dạng f (x) = g (x), trong đó f và g là các đa thức
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một ẩn x với hệ số nguyên. Sau này, nhiều nhà toán học như Bugeaud,

Mihăilescu,... đã sử dụng phương pháp của Runge để chứng minh các

định lý toán học, phương pháp suy luận như vậy được gọi chung là

phương pháp Runge.

Năm 2007, trong bài báo “On the Nagell-Ljunggren equation
xn − 1

x− 1
= yq”, Y.Bugeaud và P.Mihăilescu đã sử dụng phương pháp

Runge chứng minh được rằng: Nếu (b, y, n, q) là một nghiệm của phương

trình
bn − 1

b− 1
= yq, (1.2)

với |b| , |y| > 1;n > 2; q ≥ 2; thì ta có

ω (n) ≤ Ω (n) ≤ 4,

trong đó ω (n) là số các ước nguyên tố khác nhau của n, còn Ω (n) là số

lượng tất cả các ước nguyên tố của n.

Năm 2015, trong bài báo “The Nagell–Ljunggren equation via Runge’s

method”, M.A.Bennett và A.Levin cũng đã sử dụng phương pháp Runge

chứng minh được kết quả tốt hơn rất nhiều so với kết quả của Bugeaud

và Mihăilescu. Đó là: Nếu (b, y, n, q) là một nghiệm của phương trình

(1.2) thì

ω (n) ≤ Ω (n) ≤ 3.

Mục tiêu chính của chương này là trình bày lại các kết quả đã thu

được của M.A.Bennett và A.Levin trong bài báo “The Nagell–Ljunggren

equation via Runge’s method”.

Trước hết, ta sẽ nhắc lại một số kết quả đã thu được của Nagell, Ljung-

gren, Mihăilescu, Bugeaud,... Phương trình Nagell–Ljunggren (1.2) có

đúng 4 nghiệm đã biết đó là:

(NL)
35 − 1

3− 1
= 112,

74 − 1

7− 1
= 202,

183 − 1

18− 1
= 73,

(−19)3 − 1

(−19)− 1
= 73.


