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B£ng kþ hi»u

a! Giai thøa cõa a

a | b a l  ÷îc cõa b hay b l  bëi cõa a

a ≡ b mod p a �çng d÷ vîi b modulo p

dae Sè nguy¶n nhä nh§t lîn hìn ho°c b¬ng a

bac Sè nguy¶n lîn nh§t nhä hìn ho°c b¬ng a

{a} Ph¦n ph¥n sè cõa a

cm Sè collapsing thù m

em Ph²p x§p x¿ cõa cm

j(n, k, i) Và tr½ cõa ph¦n tû bà xâa thù i trong b i to¡n

Josephus vîi bi¸n n v  tham sè k

J(n) = j(n, 2, n)

dm = j(cm, k, cm − l)

round(a) = a+ ε vîi −1
2
< ε ≤ 1

2
thäa m¢n a+ ε l  sè nguy¶n
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Mð �¦u

B i to¡n Josephus l  mët b i to¡n �÷ñc gåi theo t¶n cõa mët sû gia
ng÷íi Do Th¡i Flavius Josephus, sinh sèng v o th¸ k¿ thù nh§t sau cæng
nguy¶n. B i to¡n xu§t ph¡t tø sü t÷íng tr¼nh cõa Josephus v· mët c¥u
chuy»n trong cuëc xung �ët giúa ng÷íi La M¢ v  ng÷íi Do Th¡i n«m
67 sau cæng nguy¶n. Khi ng÷íi La M¢ chi¸m �÷ñc th nh phè Jotapata,
Josephus còng 40 ng÷íi l½nh bà qu¥n La M¢ v¥y h¢m trong mët hang �ëng.
Nhúng ng÷íi l½nh n y th  tü s¡t chù khæng chàu �¦u h ng. Josephus v 
mët ng÷íi b¤n cõa æng khæng �çng t¼nh vîi suy ngh¾ n y. V¼ vªy, hå �¢
b y ra mët trá chìi: t§t c£ bån hå �ùng váng quanh th nh mët váng trán
v  �¸m tø 1 �¸n 3 li¶n töc, ai l  ng÷íi thù ba ph£i tü s¡t, li¶n töc l m nh÷
vªy cho �¸n khi ch¿ cán 2 ng÷íi cán sèng s³ ph£i tü s¡t cuèi còng. B¬ng
c¡ch chån c¡c và tr½ 31 v  16 trong váng trán, Josephus v  ng÷íi b¤n cõa
æng §y �¢ tho¡t ch¸t.

Ta s³ mæ h¼nh hâa b i to¡n têng qu¡t hìn. Ta �¡nh sè n và tr½ xung
quanh váng trán bði c¡c sè 0, 1, 2, . . . , n − 1 v  b­t �¦u �¸m tø sè 0, cù
ph¦n tû thù k s³ bà xâa. Kþ hi»u j(n, k, i) l  và tr½ cõa ph¦n tû bà xâa thù
i. B¬ng c¡ch x¡c �ành h m j n y, ta câ thº t¼m ra líi gi£i cho b i to¡n
Josephus. Nhi·u kh½a c¤nh cõa b i to¡n Josephus v  nhi·u t½nh ch§t cõa
h m j �÷ñc t¼m ra. Mët sè v½ dö nh÷ cæng thùc �» quy cõa j(n, k, n) v 
mët sè t½nh ch§t �çng d÷ cõa sè Josephus, thuªt to¡n �º t½nh h m j v 
gi£i ph÷ìng tr¼nh j(n, k, i) = l theo i khi cho tr÷îc n v  k hay cæng thùc
hiºn cõa h m j. R§t nhi·u t½nh ch§t cõa h m j �÷ñc t¼m ra. D÷îi sü h÷îng
d¨n cõa th¦y TS. Ngæ V«n �ành, tæi chån �· t i �B i to¡n Josephus� �º
l m luªn v«n cõa m¼nh.

Möc �½ch cõa �· t i l  t¼m hiºu v  tr¼nh b y l¤i mët sè k¸t qu£ li¶n
quan �¸n b i to¡n Josephus v  mð rëng cõa nâ. �¥y l  mët trong nhúng
v§n �· thó và cõa lþ thuy¸t sè, �÷ñc nhi·u ng÷íi quan t¥m nghi¶n cùu
v  �¢ câ r§t nhi·u k¸t qu£ phong phó. Luªn v«n câ nhi»m vö t¼m hiºu
c¡c ph÷ìng ph¡p gi£i b i to¡n Josephus trong mët sè tr÷íng hñp ri¶ng v 
tr÷íng hñp têng qu¡t. �çng thíi, luªn v«n tr¼nh b y mët sè k¸t qu£ li¶n
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quan �¸n b i to¡n Josephus.

Ngo i ph¦n mð �¦u, k¸t luªn v  t i li»u tham kh£o, �· t i gçm 2 ch÷ìng,
cö thº:

Ch÷ìng 1. Ki¸n thùc chu©n bà
Trong ch÷ìng n y, luªn v«n tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc chu©n bà cho

ph¦n sau, nh÷ c¡c ki¸n thùc v· biºu di¹n sè tü nhi¶n theo cì sè b b§t k¼,
h» nhà ph¥n, ph²p to¡n �çng d÷, kh¡i ni»m h m s n, h m tr¦n.

Ch÷ìng 2. B i to¡n Josephus
Trong ch÷ìng 2, luªn v«n tr¼nh b y v· b i to¡n Josephus, mæ h¼nh hâa

v  t¼m líi gi£i cho b i to¡n. �çng thíi, chóng tæi tr¼nh b y mët sè k¸t qu£
�÷ñc cæng bè g¦n �¥y li¶n quan �¸n b i to¡n Josephus. T i li»u tham kh£o
ch½nh cõa ch÷ìng n y l  c¡c t i li»u [3] v  [4].

Luªn v«n �÷ñc ho n th nh t¤i tr÷íng �¤i håc Khoa håc - �¤i håc Th¡i
Nguy¶n d÷îi sü h÷îng d¨n cõa TS. Ngæ V«n �ành, Tr÷íng �¤i håc Khoa
håc - �¤i håc Th¡i Nguy¶n.

Tæi xin b y tä láng bi¸t ìn s¥u s­c nh§t tîi TS. Ngæ V«n �ành, ng÷íi
�¢ �ành h÷îng chån �· t i v  tªn t¼nh h÷îng d¨n �º tæi ho n th nh luªn
v«n n y.

Tæi xin b y tä láng bi¸t ìn ch¥n th nh tîi Sð Gi¡o döc v  � o t¤o B­c
K¤n, c¡c th¦y cæ gi¡o d¤y cao håc chuy¶n ng nh Ph÷ìng ph¡p to¡n sì
c§p, tr÷íng �¤i håc Khoa håc - �¤i håc Th¡i Nguy¶n �¢ gióp �ï tæi trong
suèt qu¡ tr¼nh håc tªp v  ho n th nh luªn v«n tèt nghi»p.

Xin c£m ìn nhúng ng÷íi th¥n trong gia �¼nh v  t§t c£ nhúng ng÷íi b¤n
th¥n y¶u �¢ h¸t sùc thæng c£m, chia s´ v  t¤o �i·u ki»n tèt nh§t cho tæi
�º tæi câ thº håc tªp, nghi¶n cùu v  thüc hi»n luªn v«n cõa m¼nh.

Xin ch¥n th nh c£m ìn.
Th¡i Nguy¶n, th¡ng 01 n«m 2021

Ng÷íi vi¸t luªn v«n

Lþ Ngåc Chung
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Ch÷ìng 1

Ki¸n thùc chu©n bà

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc chu©n bà cho

ch÷ìng sau, nh÷ c¡c ki¸n thùc v· biºu di¹n sè tü nhi¶n theo cì sè b b§t

k¼, h» nhà ph¥n, ph²p to¡n �çng d÷, kh¡i ni»m h m s n, h m tr¦n trong

sè håc.

1.1 Biºu di¹n sè nguy¶n theo cì sè b

Nh÷ ta �¢ bi¸t, måi sè tü nhi¶n n = akak−1 · · · a1a0 �·u câ thº �÷ñc

biºu di¹n d÷îi d¤ng

n = ak10
k + ak−110

k−1 + · · ·+ a110 + a0,

trong �â 1 ≤ ak ≤ 9, 0 ≤ aj ≤ 9, vîi k > j ≥ 0. Biºu di¹n n y �÷ñc gåi l 

biºu di¹n thªp ph¥n hay biºu di¹n cì sè 10 cõa sè tü nhi¶n n. M°c dò h¦u

h¸t måi ng÷íi quen thuëc vîi c¡ch biºu di¹n sè nh÷ n y, nh÷ng têng qu¡t

hìn, ta câ thº biºu di¹n sè theo cì sè b nguy¶n d÷ìng b§t ký nh÷ sau.

�ành lþ 1.1.1 ([2]). Gi£ sû b l  mët sè nguy¶n lîn hìn 1. Vîi b§t ký sè

nguy¶n n ≥ 1 tçn t¤i duy nh§t bë sè nguy¶n (k, a0, a1, . . . , ak) sao cho

0 ≤ ai ≤ b− 1, i = 0, 1, . . . , k, ak 6= 0 v 

n = akb
k + ak−1b

k−1 + · · ·+ a1b+ a0. (∗)
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Chùng minh. �º chùng minh sü tçn t¤i cõa (∗) ta ¡p döng li¶n ti¸p thuªt

to¡n chia:

n = q1b+ r1, 0 ≤ r1 ≤ b− 1,

q1 = q2b+ r2, 0 ≤ r2 ≤ b− 1,

. . . . . .

qk−1 = qkb+ rk, 0 ≤ rk ≤ b− 1,

trong �â qk l  th÷ìng kh¡c khæng cuèi còng. �°t

q0 = n, a0 = n− q1b, a1 = q1 − q2b, . . . , ak−1 = qk−1 − qkb, ak = qk.

Khi �â

k∑
i=0

aib
i =

k∑
i=0

(qi − qi+1b)b
i = q0 +

k∑
i=1

qib
i −

k∑
i=1

qib
i = q0 = n.

�º chùng minh t½nh duy nh§t, gi£ sû n = c0 + c1b + · · · chbh l  mët biºu

di¹n kh¡c cõa n.

N¸u h 6= k, v½ dö h > k th¼ n ≥ bk ≥ bk+1. Nh÷ng

n = a0 + a1b+ · · ·+ akb
k

≤ (b− 1)(1 + b+ · · ·+ bk) = bk+1 − 1 < bk+1,

ta suy ra m¥u thu¨n.

N¸u h = k th¼

a0 + a1b+ · · ·+ akb
k = c0 + c1b+ · · · ckbk,

n¶n b | (a0 − c0). M°t kh¡c, |a0 − c0| < b, do �â a0 = c0. Do �â

a1 + a2b+ · · ·+ akb
k−1 = c1 + c2b+ · · · ckbk−1.

B¬ng c¡ch l°p l¤i thõ töc tr¶n, ta suy ra a1 = c1, a2 = c2, . . . v  ak = ck.
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H» thùc (∗) �÷ñc gåi l  biºu di¹n cì sè b cõa n v  kþ hi»u l 

n = (akak−1 · · · a0)b.

Ta gåi a0, a1, . . . t÷ìng ùng l  k½ tü thù nh§t, thù hai, . . . cõa n trong cì

sè b. Khi b = 10 th¼ biºu di¹n cì sè 10 �÷ñc gåi l  biºu di¹n thªp ph¥n, ta

kþ hi»u gån l¤i th nh n = akak−1 · · · a0.

Quy t­c chuyºn �êi mët sè tø h» thªp ph¥n sang h» câ cì sè b (b 6= 10):

L§y sè thªp chia cho cì sè b cho �¸n khi ph¦n th÷ìng cõa ph²p chia b¬ng

0, sè �êi ch½nh l  c¡c ph¦n d÷ cõa ph²p chia theo thù tü ng÷ñc l¤i.

V½ dö 1.1.2. Vi¸t 1211 trong cì sè 3, vi¸t 6 trong cì sè 2.

Gi£i. Thüc hi»n li¶n ti¸p ph²p chia 1211 cho 3, c¡c ph¦n d÷ thu �÷ñc l 

c¡c k½ tü trong biºu di¹n cì sè 3 theo thù tü ng÷ñc l¤i. Ta thüc hi»n c¡c

ph²p chia nh÷ sau:

1211 = 3 · 403 + 2

403 = 3 · 134 + 1

134 = 3 · 44 + 2

44 = 3 · 14 + 2

14 = 3 · 4 + 2

4 = 3 · 1 + 1

1 = 3 · 0 + 1

Do �â 1211 = 11222123.

Thüc hi»n li¶n ti¸p ph²p chia 6 cho 2, c¡c ph¦n d÷ thu �÷ñc l  c¡c k½

tü trong biºu di¹n cì sè 2 theo thù tü ng÷ñc l¤i.

6 = 2 · 3 + 0

3 = 2 · 1 + 1
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1 = 2 · 0 + 1.

Do �â 6 = 22 + 21 + 0 = 1102.

Quy t­c chuyºn �êi mët sè tø h» cì sè b b§t ký v· h» thªp ph¥n: Ta sû

döng cæng thùc (∗).

V½ dö 1.1.3. Chuyºn c¡c sè sau sang sè thªp ph¥n:

4526, 1011012, 1079, 1010112.

Gi£i.

4526 = 4 · 62 + 5 · 61 + 2 = 144 + 30 + 2 = 176,

1011012 = 1 · 25 + 0 · 24 + 1 · 23 + 1 · 22 + 0 · 21 + 1 = 45,

1079 = 1 · 92 + 0 · 92 + 7 = 88,

1010112 = 1 · 26 + 0 · 25 + 1 · 24 + 0 · 23 + 0 · 22 + 1 · 2 + 1

= 64 + 16 + 2 + 1 = 83.

V½ dö 1.1.4. X¡c �ành t§t c£ c¡c sè nguy¶n d÷ìng n sao cho 11111n l 

sè ch½nh ph÷ìng.

Gi£i. Ta câ

11111n = n4 + n3 + n2 + n+ 1.

N¸u n ch®n th¼ n2 +
n

2
v  n2 +

n

2
+ 1 l  hai sè nguy¶n li¶n ti¸p. Ta câ

(
n2 +

n

2

)2
= n4 + n3 +

n2

4

< n4 + n3 + n2 + n+ 1

<
(
n2 +

n

2
+ 1
)2
.

Do �â 11111n khæng l  sè ch½nh ph÷ìng.


