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Bang ky hiéu

Giai thua cua a

a 13 w6c cua b hay b 1a boi cta a

a dong du véi b modulo p

S6 nguyén nhé nhat 16n hon hodc bang a
S6 nguyén 16n nhat nhé hon hodc bang a
Phan phan s6 ctua a

S6 collapsing thi m

Phép xap xi ctia ¢y,

Vi tri cia phan ti bi x6a thit ¢ trong bai toan
Josephus v6i bién n va tham s6 &
=j(n,2,n)

= j(em, kycm — 1)

1 .
=a + ¢ vil —§<5§§th6aména+51336 nguyén



Mdé& dau

Bai todn Josephus la mot bai toan dugc goi theo tén ctia mot st gia
nguoi Do Théi Flavius Josephus, sinh séng vao thé ki thit nhat sau cong
nguyén. Bai todn xuit phat tit sy tudng trinh ctia Josephus vé mot cau
chuyén trong cudc xung dot gitta ngusi La Ma va ngudi Do Thai nam
67 sau cong nguyén. Khi nguoi La Ma chiém dugc thanh phd Jotapata,
Josephus cting 40 ngudi linh bi quan La Ma vay ham trong mot hang dong.
Nhitng nguoi linh nay tha tu sat chi khong chiu dau hang. Josephus va
mot ngudi ban ctia 6ng khong dong tinh véi suy nghi nay. Vi vay, ho da
bay ra mot tro choi: tat ca bon ho ditng vong quanh thanh maot vong tron
va dém tir 1 dén 3 lién tuc, ai 1a ngudi thit ba phai ty sat, lien tuc lam nhu
vay cho dén khi chi con 2 ngudi con séng sé phai tu sat cudi cung. Bang
cach chon cac vi tri 31 va 16 trong vong tron, Josephus va ngudi ban cua

ong ay da thoat chét.

Ta s& mo hinh héa bai todn tong quat hon. Ta danh s6 n vi tri xung
quanh vong tron béi cac s6 0,1,2,...,n — 1 va bat dau dém tit s6 0, cit
phan t1 thit & sé bi x6a. Ky hiéu j(n, k,7) 1a vi tri cia phan t1 bi x6a thi
i. Bing cach x4c dinh ham j ndy, ta c6 thé tim ra 13i gidi cho bai toan
Josephus. Nhiéu khia canh clia bai toan Josephus va nhiéu tinh chat cla
ham j dugce tim ra. Mot s6 vi du nhu cong thic dé quy cia j(n, k,n) va
mot s6 tinh chat dong du ctia s6 Josephus, thuat toan dé tinh ham j va
giai phuong trinh j(n, k,i) = [ theo ¢ khi cho trudc n va k hay cong thic
hién ctia ham j. Rat nhiéu tinh chit cia ham j dugc tim ra. Duéi syt huéng
dan ctia thay TS. Ngo Van Dinh, toi chon dé tai “Bai toan Josephus” dé

lam luan van cta minh.

Muc dich ctia dé tai 13 tim hiéu va trinh bay lai mot s6 két qua lién
quan dén bai toan Josephus vd mé rong cua né. Day 14 mot trong nhiing
van de tha vi cua ly thuyét s6, dudc nhiéu ngusi quan tam nghién citu
va da c6 rat nhiu két qua phong phi. Luan van c6 nhiém vu tim hiéu
cac phuong phap giai bai toan Josephus trong mot s6 trudng hop riéng va,
truong hop tong quat. Dong thoi, luan vin trinh bay mot s6 két qua lien



quan dén bai toan Josephus.

Ngoai phan md dau, két luan va tai lieu tham khao, dé tai gom 2 chuong,

cu thé:

Chuong 1. Kién thitc chuan bi
Trong chuong nay, luan van trinh bay mot sé kién thic chuan bi cho
phan sau, nhu céc kién thitc vé biéu dién s6 tu nhién theo co s6 b bat ki,

hé nhi phan, phép toan dong du, khai niém ham san, ham tran.

Chuong 2. Bai toan Josephus

Trong chuong 2, luan vin trinh bay vé bai toan Josephus, mo hinh hoa
va tim 10i giai cho bai toan. Dong thoi, chiing t6i trinh bay mot s6 két qua
dugc cong b gan day lién quan dén bai toan Josephus. Tai lieu tham khéo

chinh cta chuong nay 1a cac tai liéu [3] va [4].

Luan van dugc hoan thanh tai truéng Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai
Nguyén dudi sy huéng dan ctiia TS. Ngo Van Dinh, Truong Dai hoc Khoa
hoc - Dai hoc Thai Nguyén.

Toi xin bay t6 long biét on sau sic nhat t6i TS. Ngo Van Dinh, ngudi
da dinh huéng chon dé tai v tan tinh huéng dan dé toi hoan thanh luan
van nay.

Toi xin bay to6 long biét on chan thanh t6i S Gido duc va Dao tao Bac
Kan, cac thay co gido day cao hoc chuyén nganh Phuong phap toan so
cap, truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén da giup dé toi trong
su6t qué trinh hoc tap va hoan thanh luan vin tét nghieép.

Xin cAm on nhitng ngudi than trong gia dinh va tat cd nhitng ngudi ban
than yéu da hét stc thong cadm, chia sé va tao diéu kién tét nhat cho toi
deé toi c6 thé hoc tap, nghién ctu va thyc hién luan vin ctia minh.

Xin chan thanh cam on.
Thai Nguyén, thang 01 nam 2021

Ngudi viét luan vin

Ly Ngoc Chung



Chuong 1
Kién thitc chuan bi

Trong chuong nay, ching toi trinh bay mot sé kién thic chuan bi cho
chuong sau, nhu cic kién thic vé biéu dién s6 tu nhién theo co sb b bat
ki, hé nhi phan, phép toan dong du, khai niém ham san, ham tran trong

so hoc.

1.1 Biéu dién s6 nguyén theo cd sb b

Nhu ta da biét, moi sd tu nhién n = aza,_1 - - a1ap déu c6 thé dugc

biéu dién dusi dang
n=ap10" +ap 1105+ 4 ay10 + ap,

trong d6 1 < a, < 9,0 < a; <9,v6i k > j > 0. Biéu dién nay dugc goi 1a
biéu dién thap phan hay biéu dién co s6 10 ctia s6 tu nhién n. Mic dit hau
hét moi ngudi quen thuoc véi cach biéu dién s6 nhu nay, nhung tong quat

hon, ta c6 thé biéu dién s6 theo co s6 b nguyén duong bat ky nhu sau.

Dinh 1y 1.1.1 ([2]). Gid st b la mot s6 nguyén lon hon 1. Véi bat ky so
nguyén n > 1 ton tai duy nhat bé s6 nguyén (k,ag,ai,...,a;) sao cho

0<a;<b—1,1=0,1,...,k,a, # 0 va

n=apb® + ar 0" 1+ + a1b + ap. ()
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Chiing minh. Dé chiing minh su ton tai cia ta 4p dung lién tiép thuat

toan chia:

n=qb+r,0<r <b—1,

@1 =qb+1r,0<1ry <b—-1,

Q-1 = qb+1,0 <7, <b—1,

trong d6 ¢ 1a thuong khac khong cudi cing. Dit

Qo =mn,a0=n—qba; =q —qbd,...,a-1 = @—1 — @b, ar = q.
Khi doé
Y aib' => (G—aqnb)b' =g+ ab' =) ab =q=n
i—0 i—0 i—1 im1

Dé chiing minh tinh duy nhat, gid st n = ¢y + c1b + - - - ¢;,b" 13 mot bicu

dién khéac cua n.

Néu h # k, vi du h > k thi n > b* > b**1. Nhung

n=ag+ab+--+ab’
<(b=1)(1+b+---+b) =" —1 <,

ta suy ra mau thuan.

Néu h = k thi
ap+ arb+ -+ apb® = g+ c1b + - - - b,
nén b | (ag — cp). Mt khéc, |ag — ¢o| < b, do d6 ag = ¢y. Do d6
ai + asb + -+ + akbk_l — 1+ cob+ - --ckbk_l.

Bang cach lap lai thi tuc trén, tasuyraa; = ¢1, a9 = co,... VA ap = ¢. [
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Hé thic duoc goi 1a biéu dién co s6 b cia n v ky hieu 1a
n = (axag_1---ap)p.

Ta goi ag, ay, ... tuong tng 1a ki ty thi nhat, thia hai, ...cta n trong co
s6 b. Khi b = 10 thi biéu dién co s6 10 dugc goi 14 bicu dién thap phan, ta
ky hiéu gon lai thanh n = agag_1 - - - ag.

Quy tdc chuyén doi mot s6 ti hé thap phan sang hé c6 co s6 b (b # 10):
Lay s6 thap chia cho co s6 b cho dén khi phan thuong ctia phép chia bang
0, s6 ddi chinh 1a cac phan du clia phép chia theo thi tu ngugc lai.

Vi du 1.1.2. Viét 1211 trong co sb 3, viét 6 trong co sb 2.

Gidi. Thuc hién lién tiép phép chia 1211 cho 3, cac phan du thu dugce 1a
cac ki tu trong biéu dién co s6 3 theo thi tu nguge lai. Ta thuc hién cac
phép chia nhu sau:

1211 = 3-403 + 2

403=3-134+1

134 =3-44 + 2
44 =3 14+ 2
14=3-4+2
4=3-1+1
1=3-0+1

Do d6 1211 = 11222125.

Thyc hién lién tiép phép chia 6 cho 2, cac phan du thu dugc 1a cac ki

tu trong bieu dién co s6 2 theo thit tu nguge lai.

6=2-3+0

3=2-14+1



1=2-0+1.
Do d6 6 = 22 + 2! + 0 = 110,. O
Quy tdc chuyén doi mot so tw hé co sé b bat ky vé hé thap phan: Ta st
dung cong thic ().
Vi du 1.1.3. Chuyén céc sb sau sang so thap phan:
4526, 1011015, 1079, 101011,.
Glidi.
452 =4-6°4+5-6'+2 =144 4+ 30 + 2 = 176,
101101, =1-2°40-2+1-22+1-2240-2' +1 = 45,
1079 =1-9>4+0-9*+7 =88,
101011, =1-2040-29+1-2'+0-22+0-22+1-2+1

=064+16+2+1=283.
[

Vi du 1.1.4. Xac dinh tat cd cac s6 nguyén duong n sao cho 11111, 1a

s6 chinh phuong.
Giai. Ta co
11111, =n* 4+ +n® +n+ 1.

P < n n .z . . p
Néu n chin thi n? + 5 va n? + 5 + 1 1& hai s0 nguyén lién tiep. Ta ¢6

2

. R

(n +2 n+n+4
<n4+n3+n2—|—n+1

2
<(n2—l—g—l—1) .

Do d6 11111,, khong 1& s6 chinh phuong.



