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LOI NOI PAU

l'oan hoc cao cap la mét mén khoa hoc cd ban ma sinh vién cac truong ki thuat va
cdrg nghé phai hoc trong hai hay ba hoc ki dau, bao gdm nhitng van dé co ban cla Dai
s@ sa Gial tich toan hoc, co vai tro then chét trong viéc rén tu duy khoa hoc va cung cap
nhing céng cu toan hoc dé sinh vién hoc cac mén hoc khac, xay dung tiém luc khoa
hot dé tiép tuc tu hoc sau khi tét nghiép, gép phan dao tao nhitng céng dan trong tuong
lai 6 kha nang van dung tu duy khoa hoc trong moi tinh huéng dé hoan thanh nhiém
vu >Ong dan cua minh.

Toan hoc cao cép la moét mén khod, dodi hdi ngudi hoc can hiéu ki li thuyét dé van
durg dudc thanh thao cac y tudng, phuong phap va két qua co ban cuda li thuyét trong
khilam bai tap hay gidi quyét van dé, qua dé hiéu duac li thuyét méot cach sau séc hon.
Ca: khai niém co ban cua Dai s6 va Giai tich dugc trinh bay mdt cach chinh xac vdi
nhiu vi du minh hoa va (tng dung. Phan 16n cac dinh li dugc chitng minh day du.

36 giao trinh Toan hoc cao cap bién soan trudc day da duoc chinh li va bd sung nhiéu
lan nham nang cao chét lugng trong timg thdi ki. B& sach xuét ban 1an nay nham nhan
math mai lién hé gitta cac khai niém toan hoc vdi cac bai toan dat ra trong céng nghé va
kT twiat. Vi vay phan li thuyét dugc giam chut it va ting cac vi du va (tng dung trong thuc
tier. Chuong Phuong trinh vi phan dugc bé sung bdi chuong Gidi phuong trinh vi phan
tuy3n tinh v8i hé sd hang bang phuong phap bién ddi Laplace, mdt phuong phap thudng
dudc dung trong cac bai toan trong ki thuat.

'B6 Giao trinh gdbm ba tap:
Tap mét: Pai s6 va Hinh hoc giai tich
Tap hai: Giai tich
Tap ba: Chuoi va Phuong trinh vi phan.

Bién soan bd sach nay, chung téi da tham khao cac tac gia da tham gia bién soan
bo gido trinh trong nhitng 1an xuat ban trudc va tham khao kinh nghiém ctia nhitng dong
nghiép da giang day mdn Toan hoc cao cdp cua nhing truong dai hoc ki thuét.

Chang téi chan thanh cdm on tat cd cac déng nghiép trén ciing nhu cac nha khoa
hoc da doc ban thao ctia bé sach nay va cho chung téi nhirng y ki€n quy bau.

Chung téi xin chan thanh cam on Ban lanh dao Nha xuét ban Giao duc Viét Nam,
Co1g ty C6 phan Dich vu xudt ban Gido duc Ha Noi vé viéc xuat ban bd gido trinh nay.
Cam on Ban Toan da dé xuat viéc viét lai bd gido trinh nay va cam on bién tap vién
Hoang Viét da lam viéc nghiém tuc va khan truong.

Chung toi rat mong nhan dugc nhimg y kién nhan xét ciia ban doc doéi vai bd gido trinh nay.

Noi dung cla tap hai - Giai tich, dugc bién soan thanh mudi ba chuong: Bay chuong
dau trinh bay phép tinh giai tich cha ham mét bién, cac chuong con lai trinh bay phép
tinh giai tich ciia ham nhiéu bién. Mot s6 khai niém cltia cac chuong 1, 2, 3, 4 da dudc
giang day 0 trudng trung hoc. Trong giao trinh nay cac khai niém dudgc nhac lai, hé
théng hoa va nang cao.



Chuong I: Trinh bay khai niém anh xa, s6 thuc va day soé thuc.
Chuong II: Trinh bay ham mot bién, ham hdp, ham ngudc va cac ham so cap.

Chuong IlI: Trinh bay gi6i han cla day so, gidi han cia ham va ham lién tuc. NOi
dung clia chuong nay la co sd dé hiéu dudc cac chuong sau.

Chuong IV: Trinh bay cac khai niém co ban vé dao ham va vi phan, dao ham cula
ham hop, dao ham cla ham ngudc, dao ham va vi phan cap cao.

Chuong V: Gigi thiéu cac dinh li co ban vé ham kha vi va ing dung. Cac dinh li do
cho ta thdy dang diéu cGa ham & |an can mét diém, cho phép ta khao sat su bién thién
clia ham, vé dé thi clia nd, vé dudng cong biéu dién ham cho bdi phuong trinh tham sé
hay phuong trinh trong toa dé cuc.

Chuong VI: Trinh bay hai phuong phap co ban dé tinh tich phan khéng xac dinh,
cach tinh tich phan cua cac phan thitc hitu ti va clia mét sé loai ham ma bang phép déi
bi€n c6 thé dua vé tich phan clia cac phan thirc hitu ti.

Chuong VII: Gigi thiéu moi quan hé giua tich phan xac dinh va tich phan khéong xac
dinh, cac phuong phap co ban dé tinh tich phan xac dinh, tich phan sau réng va (ng
dung cula tich phan xac dinh.

Chuong VIII: Trinh bay nhitng van dé co ban cda ham nhiéu bién nhu gidi han va
lién tuc clia ham nhiéu bi€n, dao ham riéng va vi phan toan phan, dao ham cua ham an,
dao ham riéng va vi phan cap cao, cdng thirc Taylor, cuc tri va cuc tri c6 diéu kién cla
ham nhiéu bién.

Chuong IX: Gibi thiéu cac ing dung ctia phép tinh vi phan cia ham nhiéu bién trong

hinh hoc phang va hinh hoc khéng gian.

Chuong X: Trinh bay dinh nghia va cach tinh tich phan kép trong toa dé Descartes
va cdng thic ddi bién trong tich phan kép, dinh nghia va cach tinh tich phan boi ba
trong hé toa do Descartes, trong hé toa dd tru va trong hé toa dé cau, cac (ng dung
cua tich phan kép va tich phan bdi ba trong hinh hoc va co hoc.

Chuong XI: Gigi thiéu tich phan phu thuéc tham so, tinh lién tuc, kha vi va kha tich,
tich phan suy rdng phu thudc tham sé va cach tinh tich phan Euler.

Chuong XlI: Trinh bay dinh nghia cach tinh tich phan dudng, céng thuc Green va hé
qua, dinh nghia va cach tinh tich phan mat, cac céng thirc Stokes va Oxtrogradsky.

Chuong XllII: Gidi thiéu mot s6 van dé vé truong v hudng va truong vecto.
Cac tac gia



CHUONG I. SO THUC

Chiing ta nhac lai ciac khai niém vé tap hop da biét ¢ truong pho thong
trung hoc.
§1.1. TAP HOP
Tap hop la khdi niém co ban cua toan hoc khong duoc dinh nghia. Chiang ta da biét:
e Tap hop cac so tu nhién: N = {(), L, 4, }
e Tap hop cic so nguyén duong: N = {l, 2, 3, }
e Tap hop cic so nguyén: Z={0, 1, £2, ...

e Tap hop cdc s6 nguyen duong: Z, ={1, 2, ..} (Z" =Z\{0}).

e Tap hopcdc sohiruti: Q= {E

q )

e Tiap hop cac sO thuc R gébm cdc s6 hiru ti hay vo ti, nghia la gobm cdc
s& thap phan hiru han, vo han tudn hoan hay khéng tuan hoan.

e Tap hop cdc so thuc khiac 0: R™ = { X eIR|x £ 0}.

p.gel,q#0;.

e Tap hop cdc so6 thuc khong am: R, = { X e]R| X & O}.
e Tap hop cac so6 thuc khong duong: R_ = { X eRlx < 0}.
e Tap hop cdc so thuc duong: R: = { X ER’ X > 0}.

e Tiap hop cic s6 thuc am: R” ={xeR|x <0}.

Cho hai tap hop A va B:
Néu moi phédn tir cia A déu la phan tir cua B thi A la tp con cua B ; ki hiéu
AcB hay BOA.
e Hop cua hai tdp hop A va B la tip hop gébm cac phan tur thudc tap hop A
hoac tap B; ki hiéula AUB ={x|xe A hoac x € B}
e Giao cua hai tap hop A va B la tap hop gom cdc phﬁn tur vira thuéc A vira
thudéc B; kihiGulaANB= [\‘ xe Avax e Bj.

e Hicu hai tap hop A va B la tap hop géom cac phan tu thudc tap hop A
nhung khong thudc tip B, ki hicula A\ B = { ‘ XEA,XE B}

N¢éu A la tdp con cua £ thi tap hop bu cua A trong E la tap hop E\ A, ki
hicu la A = C, A; A=E\A. Nhu vay AcE:ENA=A=A.



Véi cdc tap hop da lietké otrén,taco N c NcZcQc R.
Tich Descartes cua hai tdp hop A va B la tdp hop ciac cip (a. h),
ae A, be B theo thatu a truoc, b sau; ki hicula AxB .

AxB :{(u, h)‘aeA, X= B}

Néu A=8 thi AxB=A>.
Néu A=A, =..=A, =A thi A xA,x..xA =A".

Vi du ta ldy R* gém cdc cap (a, b) véi ae R, be R la tap hop cic diém trém
mat phang.
Ta nhac lai vé ménh dé va ki hiéu logic.

§1.2. MENH PE

Ménh dé 1a mot khang dinh chi ¢6 thé ding (D) hoac sai (S), khong thé vira ding
vua sai, vua khong dung, vua khong sai.
Vidu I. Ménh dé "4 <6 " la ménh dé diing.
Ménh dé "2 1a s6 nguyén t6" la ménh dé diing.
Ménh dé "2 la s6 chinh phuong" 1a ménh dé sai.
Phu dinh cua mét ménh dé
Pha dinh ctia mot ménh dé A 1a ménh dé ki hiéu A, chi rang:

o AD)ndu A (S); A(S) néu A (D)
Ménh dé kéo theo

Ménh dé kéo theo, ki hiéula A = B, doc la "tir ménh dé A suy ra (kéo theo)
ménh dé B " la ménh dé (S) khi A (D) va B (S).

Néu A = B ding thi A la diéu kién di cua B, con B la diéu kién cin ciua A .
Ménh dé tuong duong

Ménh dé tuong duong, ki hiéu la A <> B, la ménh dé (D) néu A, B cung
ding hay cung sai. Diéu dé co nghiala A = B dong thoi B = A.

Néu A <> B thi A la diéu kién cdn va du cua B va nguoc lai B la diéu kién
can va du cua A. Ngudi ta con noéi: c6 A khi va chi khi (néu va chi néu) co B va
nguoc lai.

Vi du 2. Diéu kién can va du dé ur giac la hinh binh hanh la hai duong chéo cat
nhau tai trung diém cua moéi duong.
Ménh dé chira bién

Ménh dé chira bién x, ki hiéu la p(x) la ménh dé ma tinh dung hay sai phu
thudc vao timg gid tri cua bién x. No6i cach khac, ing vai moi v ta ¢6 mot ménh
dé p(v).



Chang han, v+ 2 =3 la ménh dé chaa bién x, ménh dé nay ding khi v =1 va
SHL I X =1

Mcih de ton tai: 3y € X 2 p(y) nghiala co mot v thudéc X ¢o tinh p(v).
Meirh de khar quat: Yy e X @ p(v) nghia la moi v thudoc X déu ¢o tinh p(v).

I'a ¢O khang dinh:

Ménhdé A:"Vxe X p(x)"' = A" Jxe X:p(x)"

Ménhdé A:"3ve X:p(h)" = A:"Vxe X:p(x)".
Phiuonge phap chung minh phan chimng

D¢ ching minh ménh dé P ding ta gia sir P sai, tir dé bang lap luan todn hoc
ta suy ra mau thuan; nghiala P = Q0 & 6 - P.
Vi du 3. Chitng minh: Néu n” 12 s6 chdn thi n ciing 12 s6 chdn véi moi ne N

Gida st neN" 1a s6 1¢, ta c6 IkeN dé x=2k+1 tir d6 n° =(2k+1)’
= 4k% + 4k + 1 =4k(k+1)+1 1a mot s6 1¢. Diéu nay trai véi gia thiét n° 1a mot s6
chan, viy n chan.
Phiong phap chimg minh gquy nap

D¢ chimg minh ménh dé P phu thuoc ne N Vn > n, € N, ta chi ra P ding v6i
ng, sau do chung minh néu P dung vé1 ne N, n2n, thi P dung vé1 (n+1) € N.

Vi du 4. Chimg minh VneN", 2" >n.

Cho n=1tacé 2' >1 ding; gia st 2" > n ding véi n > 1, thi
2" =22"2=22"32">n+1.

*
Vay 2" >n, Vne N .

Vi du 5. (Bat dang thice Bernoulliy Chimg minh (1+x)" > 1+ nx, Vn e N',Vxe R..
VGi n=1 ta co khang dinh la ding.
Giasu, khi n=ke N kh:?ing dinh la dung: (1 + _r)" > | + kx.
Khidovorn=k+1,1aco
I+ )" =0+ 0) A+ x) 2 (1 + k)1 +x) 2 T+ (k+1)x

nghia la khang dinh dung von & + 1.

Viy khiang dinh duoc chung minh.



§1.3. ANH XA

1.3.1. Binh nghia
Cho hai tap hop X, Y #O, ta goi anh xa / tr X vao Y la mot quy tac cho
lUong (mg moéi phan tor v € X véi mot va chi mot phan tr v e Y |, ki hiéu la

/
f:X—>Y, XY hayx—> yv=f(x)

lanéi f la anh xa, la ham xdc dinh trong X va lay gid tri trong Y . Tap X la
lap nguén (tap tao anh); con tap Y la tap dich (hay tap anh). Tap hgp cdc anh cua
Vx € X goilaanh cua X , kihiéula f(X).
Vidu. Cho f:A — R xdc dinh bdi f(x)=v3-2x—x>,A=[-3, 1] la mot dnh xa
VI V6i mbi x € A ta ¢c6 mot va chi mot y = flx). Khi dé fld) = [0, 2] vi

O0<4-(x+1)" <2.

1.3.2. Don énh, todn énh, song anh

Anh xa f:X — Y goi la don dnh, néu VX, X5 € X X #X5, = f(x)) % f(x5),
diéu d6 tuong duong véi: Vx,, x, € X; f(x,)=f(x,) = x, = x,, nghia la moi
Y €Y la anh cua nhiéu nhat mot xe X .

Ta con goi f la dnh xa 1-1 (doc la mot - mOt) tu X vao Y.

- - — - = ==, -

s — - - - &= = . iy - - - - -

phén tir x € X sao cho y = f(x), khi dé ta noi rang anh xa f: X > Y la4nh xa tu
X lény.

Anh xa [ la song anh n€u no vira don anh, vira toan anh.
Vidy
a) Anh xa tr R > R xdc dinh boi y =¢" la don anh, khong phai la toan dnh:
nhung xét y=¢' tir R - R, 1a toan anh nén néu xét tir R — R’ thi dnh xa dé la

song anh.
b) Anh xa tir R - R xdc dinh boi y =sinx khong don dnh, khong toan dnh; néu

Xt tir R vao[ [ l] thi y =sinx khong la don anh nhung la toan danh; néu xct

Vao [——l. l] thi no lai 1a song anh.

anh xa nay tir

Tt
2

¢) Xét anh Xa [ R* - R? xdc dinh boi: (x,y)— f(x,y)=(x+y,v—y)
Khi f(x,,y,)=(x; +v,.X, =v,) = f(X5,9,) =(X5 + ¥5,.X, = V)

N A



