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TÓM TẮT 
Phần bù của sắp xếp các đường thẳng phức trong C2 là một đa tạp trơn có nhiều tính chất hình học 

và được quan tâm nghiên cứu nhiều trong lý thuyết sắp xếp các siêu phẳng. Một số bất biến hình 

học của đa tạp này là xác định tổ hợp, nghĩa là chúng chỉ phụ thuộc vào dàn các giao của các 

đường thẳng. Trong bài báo này, nhóm tác giả tính toán độ phức tạp tôpô bậc cao của phần bù của 

sắp xếp tâm của các đường thẳng phức trong C2 và chỉ ra sự phụ thuộc tổ hợp của bất biến hình 

học này. 

Từ khóa: sắp xếp các đường thẳng phức; phụ thuộc tổ hợp; độ phức tạp tôpô bậc cao; đa dạng 

trơn; bất biến hình học. 

 

Ngày nhận bài: 13/3/2020; Ngày hoàn thiện: 12/5/2020; Ngày đăng: 21/5/2020 
 

THE HIGHER TOPOLOGICAL COMPLEXITY OF A COMPLEMENT OF 

COMPLEX LINES ARRANGEMENT 
 

Tran Hue Minh*, Nguyen Van Ninh 
TNU – University of Education 

 

ABSTRACT 
The complement of complex lines arrangement in C2 is a smooth manifold with many geometric 

properties v  interested in studying the theory of the hyperplanes arrangement. Some geometric 

invariants of this manifold are combinatorial dependence, meaning they depend only on the set 

of intersections of lines. In this paper, we calculate the high topological complexity of the 

complement of the center complex lines arrangement in C2 and show the combinatorial 

dependence of this geometric invariant. 
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1 Độ phức tạp tôpô bậc cao

ChoX Là một không gian liên thông đường,
Jn, n ∈ N là tích kết của n đoạn đơn vị [0, 1]i,
i = 1, ..., n tại điểm cơ sở là 0. ĐặtXJn là không
gian các ánh xạ liên tục từ Jn tới X với tôpô
compact mở. Xét anh xạ

en : XJn −→ Xn ,
γ 7−→ (γ(11), ..., γ(1n))

với 1i là đơn vị của [0, 1]i tương ứng. Khi đó en
là một phân thớ theo nghĩa Serre.

Định nghĩa 1. Độ phức tạp tôpô bậc cao
TCn(X) của không gian tôpô X là số nguyên
dương nhỏ nhất k thỏa mãn tồn tại một phủ
mở {Xi, i = 1, ..., k} của Xn sao cho trên mỗi
tập Xi tồn tại nhát cắt liên tục si : Xi → XJn

của en (nghĩa là, en ◦ si = idXi).

Định nghĩa này được Y. Rudyak đưa ra
trong[1]. Trong trường hợp n = 2, TC2(X)
trùng với khái niệm độ phức tạp tôpô TC(X)
được M.Farber đưa ra trong [2].

Có thể hiểu TCn(X) là giống Schwarz của
phân thớ en.

Remark 1. Chú ý rằng en là cái thế phân
thớ của dn : X → Xn (nghĩa là tồn tại một
tương đương đồng luân h : X → XJn sao cho
dn = en ◦ h) và do đó TCn(X) cũng là giống
Schwarz của ánh xạ dn (xem [1]).

Sau đây là một số tính chất quan trọng của
TCn.
1. TCn(X) là một bất biến đồng luân. Nghĩa
là nếu X tương đương đồng luân với X ′ thì
TCn(X) = TCn(X ′).
2. Cho X và Y là các không gian liên thông
đường. Khi đó

TCn(X × Y ) ≤ TCn(X) + TCn(Y )− 1. (1)

3. Vì en là cái thế phân thớ của ánh xạ dn :
X → Xn nên ta có tính chất sau: Giả sử m
là một số nguyên dương, ui ∈ H∗(Xn) với
i = 1, ...,m là các lớp đối đồng điều thỏa mãn
d∗nui = 0 và u1 ∪ u2 ∪ ... ∪ uk 6= 0 ∈ H∗(Xn).
khi đó TCn(X) ≥ k + 1.

Remark 2. Giả sử X là không gian liên thông
đường và umột lớp đối đồng điều trongH∗(X).
Đặt

ū = (
n−1∑
i=1

1⊗...⊗1⊗
i
∨
u⊗1⊗...⊗1)−1⊗...⊗1⊗(n−1)u,

ūt = 1⊗1⊗ ...⊗1⊗
t
∨
u⊗ ...⊗1−u⊗1⊗ ...⊗1⊗1.

Đây là các lớp đối đồng điều trong H∗(Xn) ∼=
H∗(X)⊗ ...⊗H∗(X)︸ ︷︷ ︸

n lần

thỏa mãn d∗nū = 0 và

d∗nūt = 0 với mọi t = 2, ..., n.

Trong trường hợp tổng quát việc tính độ
phức tạp tôpô của một không gian rất phức
tạp. Do đó, thông thường ta chỉ có thể đưa ra
các chặn trên và chặn dưới cho bất biến này.

2 Độ phức tạp tôpô bậc cao
của phần bù các đường
thẳng phức trong C2

Trong phần này, chúng tôi đưa ra kết quả
cụ thể về độ phức tạp tôpô bậc cao của một
số lớp các sắp xếp của các đường thẳng phức
trong C2. Trước hết ta nhắc lại một số khái
niệm cơ bản sau (xem [3])

Định nghĩa 2. 1. Một sắp xếp các đường
thẳng trong C2 là một tập hợp hữu hạn A các
đường thẳng (phức) của C2.
2. Một sắp xếp các đường thẳng A trong C2

được gọi là sắp xếp tâm nếu giao của tất cả
các đường thẳng trong A là khác rỗng.

Remark 3. Nếu A là một sắp xếp tâm thì ta
có thể coi các đường thẳng trong A đều đi qua
gốc tọa độ.

Định nghĩa 3. Cho A = {H1, · · · , Hn} là một
sắp xếp các đường thẳng trong C2.
1. Tập hợp M(A) = C2 \ {∪ni=1Hi} gọi là phần
bù của của sắp xếp A.
2. L(A) = {∩ni=1Hi, H1, · · · , Hn,C2} gọi là dàn
của A.
3. Một tính chất hình học của M(A) được gọi
là xác định tổ hợp nếu nó được xác định hoàn
toàn từ L(A).

Để tính toán được độ phức tạp tôpô bậc cao
của phần bù ta nhắc lại kết quả sau.
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Mệnh đề 1. Gọi Xm là tích kết của m đường
tròn S1. Khi đó

TCn(Xm) =

{
n nếu m = 1

n+ 1 nếu m > 1.

Kết quả này được trình bày trong [1] với
m = 1 và trong [4] với m > 1.

Mệnh đề 2. [5] Độ phức tạp tôpô bậc cao của
xuyến T cho bởi

TCn(T ) = n+ 1.

Trước hết ta xét trường hợp sắp xếp tâm.
Ta có kết quả sau

Định lý 1. Cho A là sắp xếp tâm gồm l đường
thẳng phức trong C2, M = M(A) là phần bù.
Khi đó

TCn(M) =


n nếu l = 1

2n− 1 nếu l = 2

2n nếu l > 2.

Chứng minh. Không mất tổng quát ta coi các
đường thẳng trong A đều đi qua gốc.

Trường hơp 1: Nếu l = 1 thìM tương đương
đồng luân với C∗. Do dó M tương tương đồng
luân với S1. Theo Mệnh đề 1 ta có TCn(M) =
TCn(X1) = n.

Trường hợp 2: Nếu l = 2 thì M = (C∗) khi
đóM có kiểu đồng luân của xuyến hai chiều T .
Theo Mệnh đề 2 ta có TCn(M) = TCn(T ) =
2n− 1.

Trường hợp 3. Nếu l > 2: Gọi dA là giải nón
của A. Khi đó dA là sắp xếp gồm l − 1 điểm
trong C, do đóM(dA) là mặt phẳng phức bỏ đi
l− 1 điểm nên M(dA) tương đương đồng luân
với Xl−1. Do đó áp dụng Mệnh đề 1 ta được.

TCn(M(dA)) = TCn(Xl−1) = n+ 1.

Mặt khác, ta có M ≈ M(dA) × C∗ (xem [3]),
do đó áp dụng bất đẳng thức 1 ta được

TCn(M) ≤ TCn(M(dA)) + TCn(C∗)− 1

= n+ 1 + n− 1 = 2n.

Vậy ta chỉ cần chứng minh TCn(M) ≥ 2n.
Thật vậy, ta đồng nhất các phần tử của A(A)
với các phần tử của H∗(M). Do đó đại số
H∗(M) sinh bởi bởi a1, ..., al với các quan hệ
như sau ei2 = 0, eiej = −ejei. Chọn 3 phần tử
tương ứng i = 1, 2, 3 ta đặt

āit = 1⊗1⊗...⊗1⊗
t
∨
ai⊗...⊗1−ai⊗1⊗...⊗1 t = 2, ..., n

π = ā3n

n∏
t=2

ā1t .
n∏

t=2

ā2t 6= 0

mặt khác d∗nāit = 0 với mọi i = 1, ..., l − 1, t =

2, ..., n. Áp dụng Định lý ?? ta được

TCn(M) ≥ 1 + n− 1 + n− 1 + 1 = 2n.

Từ đó ta có điều phải chứng minh.

Từ đinh lý trên ta thấy, đối với trường hợp
sắp xếp tâm thì TCn chỉ phụ thuộc vào số
đường thẳng của A do đó ta có

Corollary 1. Đối với sắp xếp tâm các đường
thẳng phức thì độ phức tạp tôpô bậc cao của
phần bù xác định tổ hợp.

3 Kết luận

Trong bài báo này chúng tôi đã tính được
độ phức tạp tôpô bậc cao của phần bù của sắp
xếp tâm các đường thẳng phức trong C2. Từ
kết quả đó, ta suy ra sự phụ thuộc tổ hợp của
độ phức tạp tôpô bậc cao của lớp các sắp xếp
tâm các đường thẳng phức trong C2.
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