TS. NONG QUOC CHINH

TOPO PAI CUONG

NHA XUAT BAN DAI HOC SU PHAM



Loi noi dau

Gido trinh "Topd dai cuong" trinh bay nhiing khai niém co
ban cua Topd, cach xdy dung topd, phan loai cac khong gian
t6p0, suw dong phdi gitra cac khong gian topd va xét trudng hop
riéng cua khong gian t6pd nhu khong gian compic, khong gian
lién thong, khong gian métric,.... DAy 1a nhing kién thic co s&
can thiét cho nhiéu linh vuc toan hoc khac nhau nhu Giai tich
ham, Ly thuyét do do va tich phan, Topd dai sd, Hinh hoc vi
phan,....

Gido trinh dugc viét trén co sé nhitng bai giang cho sinh vién
nam tht 3 h¢ Cur nhan nganh Todn va sinh vién hé Sau dai hoc
nganh Toan cua khoa toan, truong Pai hoc Su pham - Dai hoc
Thai Nguyén.

Gido trinh bao gdm 4 chuwong, trong mdi chuong c6 néu
nhiéu vi du minh hoa va c6 phﬁn bai tap co ban dé sinh vién tu
giai.

Trong lan xut ban dau tién nay chic rang khong tranh khoi
thiéu sot. Chuing t61 mong nhan duoc sy gop ¥ cua ban doc.

TAC GIA



Chuong 0
NHUNG KIEN THUC CO SO

§1. CAC PHEP TOAN VE TAP HQP

1 Giao, hop, hi¢u
Déi véi cac tap con A, B, C cua tap hop X ta co:
AUB=BUA,
ANnB=BnNA,
AuBuUlC)=(AuB)uUC,
AnBnNnC)=(AnB)nC,
ANnBulC)=(AnB)U(ANC(C),
AuBNCO=(AuB)n(AuUCC),
X\ (AuB)=(X\ A)n (X\B), (Cong thuc De Morgan)
X\V(ANB)-(X\A)U (X \ B), (Cong thirc De Morgan)
A \B=AnN(X\B),
(A\B) \ C=A\ (BuO),
X\(A \ B)=BU(X\A).
Giad St (Aj)i < 1 va (By)k < k 12 hai ho nhiing tap con tuy y cua
tap hop X. Khi do:

(UA] (UBJ U(ANB,),

isl il
keK

[QA] (ﬂB] QAUB)




X\(UAij: (X\A,)
i=] icl
X\[ﬂAi)=U(X\Ai)

il

(Cong thitc De Morgan mo rong)

(Cong thirc De Morgan mo rong)

2. Tich Décac
Gia sir, X va Y 1a nhitng tp hop, XxY 1a tich Pécac cua
ching. V61 Uy, U, c X vaVy, Vo, c Y ta co:
(UxV) N (UxV,) = (U NUpx(V, N V,),
(U,xV) U (UyxV,) ¢ (U, U Ux(V, U V,).
3. Anh xa

Cho anh xa f: X — Y. Déi voi batky A, B c X ta co:
f(A U B) = f(A) U(B),

(A N B) c {(A) N{(B),
f(A) \ f(B) c f(A \ B).

Gid su (Aj)i < 1 1a ho nhiing tap con tuy y cua tap hop X. Khi
6

(0N

tJan =Jfn,

il izl

f()A) <A

i£] ©oiEl
D6i v6i bat ky M, N C Y ta co:
M UN) = (M) U (N,
f'M N N) = /(M) N (N),
f'M N\ N) = /(M) \ (),
f(t'(VM)) = M N fX),




Gid st (Mj); < 1 1a ho nhiing tap con tuy y cta tap hop Y. Khi
do:

£ (UMi}Ur‘(Mi),
icl i<l

f! (ﬂMij =" My).
icl

il

§2. QUAN HE THU TU

Quan h¢ hai ng6i < trén tap hop X duoc goi 1a mdt quan hé
thtr tu néu cac diéu kién sau thoa man:

a) Phan xa: x <x, Vx € X.

b) Phan d6i xtmg: Vx,y € X, néux<yvay<xthix=y.

¢) Bic cau: Vx,y,ze X, néux<yvay<zthix<z

Tap hop X da trang bi mdt quan h¢ thir tu < dugc goi 1a tap
sap thir tu. Néu x <y, ta néi x dimg trude y, hay x nho hon hoic
bangy. Khi x <y vax # vy, ta s& viét x <y. Ta néi hai phan tir x
va y trong X 14 so sanh duge néu x <y hodc y < x.

Cho X 1a tap sdp thtr ty. Phan tir a € X duoc goi 1a phan tir
cuc tiéu (tuong tng cuc dai) trong X, néu VX e X, diéu kién x
< a (twong tng a < x) kéo theo x = a. Trong mot tip sip the tu
khong nhat thiét phai luén c6 phan tir cuc tiéu (cuc dai), va cling
c6 thé co nhiéu phan tir cuc tiéu (cuc dai) khac nhau.



Gia sit A c X. Phan tir a € X duge goi la can dudi (tuong
g cén trén) cta tdp A, néu Vx € A, ta ludén ¢ a < x (twong
g x < a). Néu tap con A < X ¢6 can dudi (twong g can trén)
thi ta n61 A bi chan dudi (tuong tng chan trén). Tap A dugc goi
13 bj chin (hay giéi noi) néu A ddng thoi bi chin dudi va bi chin
trén. Ta ky hi¢u Dy 1a tap tat ca cac can dudi cia A, ky hiéu Tp
1a tap tt ca cac can trén ciia A. Néu Dy # & va ag € Dy thoa
man a < ap Va € Da. thi ag dugce goi 1a can dudi dung cua tap A,
ky hiéu 14 ap = infA. Tuong tu, néu Tp # & va ag € Tx thoa man
a, < a, Va € Ty thi ap dugce goi la can trén dung cua tap A, ky
hiéu 14 ao = supA. Phan tir xo € A duogc goi 1a phan tir bé nhat
(twong ung 16n nhat) cia A néu VX € A ludn co X¢ < x (tuong
ung x < Xp).

Ta néi tap X duoc sap thir ty toan phan (hay tuyén tinh) néu
Vx,y € X thi x <y hoac y < x. Khi do ta cling ndi < la quan h¢
thi tu toan phan trén X.

Gia str X 1a tap sdp tht ty toan phan, vdia,b € X tuy ¥, a <b.
Ta ky hiéu: [a, b] = {x € X |a < x < b}, va goi 1a khoang dong
v6i ddu mat trai 1a a, ddu mat phai 1a b.

[a,b)={x e X[a<x<Db}, va goila khodang md bén phai,
dong bén trai.

(abl={xe X|a<x<b},vagoilakhoiang dong bén phai,
m¢& bén trai.

(a,b)={x e X]a<x<b }, va goi la khodng m¢ trong X.

Tap sap thr ty toan phan X dwoc goi 1a tap sip tha tu tot néu
moi tap con khac réng ctia X ludn c6 phan tir bé nhit.

Gia st X 1a mot tap hop sép thr tu. Tap hop tat ca céc tap



con sap thu tu toan phﬁn cua X vdi quan h¢ bao ham la mot tap
sap thi tu.

M&i phén tir cuc dai cia tip nay duoc goi 1a tap con sip thi
tur toan phan cuc dai cua tap hop X.

§3. TIEN PE CHON

Gia sir o 1a mot ho nao do6 cac tap hop. Ta ndi rang ho o ¢
dac trung hitu han néu no thoa mén cac diéu kién sau:

(1) YA € o, néu B la mot tap con hiru han ciia A thi B € .

(2) Néu A 1a mét tap hop thoa man: mdi tdp con hitu han bat
ky ctia A déu thudc o, thi A € o.

Dinh Iy. Cac diéu kién sau 1a tuong duong:

(i) Cho tap hop khac rdng bat ky X. D6i véi mot ho tiy ¥
(Aj)1<1 nhitng tap con khac r5ng cua tap X, ton taithamf: 1 —> X
sao cho f(i) € (Aj) véimoii € L.

(ii) Trén mdi tap hop tiy ¥ ludn ton tai mot quan hé thir tu
t6t.

(iii) M&i mot tdp con sip thir tu toan phan cua tap hop sip
thir tw X ludn dugc chira trong mot tap con sip thi tu toan phan
cuc dai.

(iv) Néu ho o cac tap co ddc trung hitu han thi moi ph?m to
cua no6 dugc chira trong mat phﬁn tr cuc dai xac dinh.



(v) Néu moi tap con sip thir tw toan phan ciia tap sap thir ty X
déu bi chan trén, thi mdi phén tr x € X luon so sanh dugc voi
mot phén tir cuc dai nao do cua X.

Diéu kién (i) duoc goi 1a tién dé chon.

Diéu kién (ii) duoc goi 1a diéu kién Zermelo.

Diéu kién (iii) duoc goi la diéu kién Hausdorff.

Diéu kién (iv) dugc goi 1a diéu kién Tukey.

Diéu kién (v) duoc goi 1a diéu kién Kuratowsky - Zorn.



Chuong 1
KHONG GIAN METRIC

§1. KHONG GIAN METRIC, SU HOI TU TRONG
KHONG GIAN METRIC

1 Khong gian métric

Dinh nghia 1.1 Khong gian métric 1a mot cdp (X, d), trong
do X 1a mot tap hop, d : X x X — R 1a mdt ham xac dinh trén X
x X thoa mén cac diéu kién sau:

1. Voimoix,y € X:d(X,y)>20;d(x,y) =0 < x =y, (tién
dé dong nhét).

2. Véimoix,y € X: d(x, y) = d(y, x), (tién dé ddi ximg)

3.V6imoix,y,z e X:dx, z) <d(x, y) + d(y, z), (tién dé
tam giac).

Ham d duoc goi 1a métric trén X. Mbi phﬁn tir cua X duoc
goi 1a mot diém cua khong gian X, s6 d(x, y) duoc goi 1a khoang
cach giita hai diém x va y.

Vidu 1.1

Tap hop cac s6 thuc R va tdp hop cac sb phirc C 13 nhitng
khong gian métric, voi métric d(X, y) =[x -y|, voimoi X,y € R
(hoac ©).

Vidu 1.2

Tap hop R* 1a khong gian métric v6i métric d xac dinh nhu

sau:



-

d(x,y):(g -

Hién nhién d thod man hai tién dé dong nhat va doi xing. Ta

izj VO X = (&), 5 €D,y =My, .., M) €RK

kiém tra tién dé tam giac. Trudc hét, d€ y rang néu ay,... ,ax, by
,.. sk 1a nhitng so thuc thi:

lea (Z{a[j [gbiff (BAt ding thirc thirc Cosi).

—

Léy tﬁy }'/ X= (él’-"’ik)v Y= (nl """ nk)7 z= (QI’“W Qk)ERk' Khi
do
(dos,y))’ Z( - +nl—§il)2
k 2
Z! -< |+ =<

JZJZ'C S
Uzla of +\/Zln—C1J (dlx.y)+ d(y. 2

Twr do6 ta c6 d(x,z) < d(x,y) + d (v,2).

Ta goi d 1a métric Euclid va (RY, d) dwoc goi 1a khong gian
Euclid.
Vidu 1.3

Goi CJa, b] 1a tap hop cac ham s6 thuc lién tuc trén khoang
dong hitu han [a, b]. D& dang ching minh duoc rang C[a,b] la

o d(x ,y)—ﬂur»lx(w y|
mot khong gian métric véi métric ast <h VOl




