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_ CHUONG X1I |
TiNH CHUYEN VI THEO PHUONG PHAP NANG LUONG

Trong cdc chuong trude ta da tinh duge chuyén vi mét cit ngang cda thanh trong
nhitng trudng hop thanh chiu lye don gian nhu kéo nén ddang tadm, ubn ngang
phang, xoAn thudn tdy.. D€ tinh chuyén vi cho hé thanh khi chiu lyc phic tap thi
ta phdi s& dung phuong phdp nang lugng, Trong chuong nay ta sé dé cip dén phuong
phéap dd. . )

§ 12-1. NGUYEN Li CHUYEN VI KHA DI

Ngudi ddu tién phat bidu nguyén li nay la Bécnuli, sau d6 Lagorang da hoan thién
va di trinh bay trong sdch gido khoa co gidi tich. S84ch ndy duge dich tir ti€ng Phép
sang tiéng Nga va xudt ban tai Matxcova nam 1950.

r

Neguyén lf duge phdt bi€u nhu sau :

Dé mot hé c6 cac lien két li tudng 0 trang thai con béng tai moét vi tri ndo dé,
didu kién can va di la t8ng cbng cta MGt cd cdc lye ddat 1én hé trong cdce chuyén vi
khd di vé cing bé la bang khong. ‘

Chuyén vi kha di la chuy€n vi v6 cing hé sao cho trong
cac chuyén vi dd cac lién k&t cua hé théng khéng bi pha vo.

Mot lién k&t M tudng la mot lién két ma téng cong cua
cdc. phan lyc trong t&t cA moi chuyén vi kha dI cia hé la |
bang khong.

Cde. trudng hop sau .d&y cé thé xem 1a nhilng lién k&t
i tudng :

H.12-1
1. Mot chit di€m hoac mét vt rdn ludn lubn ti lén mét
mat nhan c6 dinh. Vi mat nhidn nén khong cd luc ma sat, A
phan lyc lién k&t ¢ phuong theo phap tuyén véi b&é mat. Cac _.l(.._
chuyén vi kha di chi o6 thé xay ra trong mat phing tiép tuyén 1712
vdi mit ti v& nhu viy cong cia cAc phan lyc trong edc chuyén l[ z ;5”
vi dd la bang khéng. : 8

2. Cdc lien k&t la bit dong, nghia la phdn lyc lién két i
khong gy nén cong.

3. Khép néi gilta hai vat th€. Khép nay tao nén cdc phén _
lyc nguge chidu nén cong cia ching trong cdc chuy&n vi kha A
- di 3r la bang khéng (h. 12-1). ,

Ta hdy 4p dung nguyén li trén cho m#t vat thé dan héi.
Vi du 6 hé dan héi duge bidu dién trén hinh 12-2. Goi ds H.r2-2




la mot phan t8 v6 cung bé tach ra bdi hai mat cAt (1-1) va (2-2) cdch nhau mft

khodng céch ds.

Hé dugc xem nhu mot tAp hop cdc phdn t& dan héi ds. Du6i tdc dyng cla ngoai
Iyc P va cdc phan lvc R tai A vd B, trén cdc mit cit (1-1) va (2-2) xust hién céc
thanh phdn n6i luc. Bay gid ta gy cho hé mot chuyén vi kha di. Mét chuy€n vi nhu
vy chi c6 th€ cd dugc bdng cdich dat mot hé lye mdi ndo d6 tao cho hé mot trang
thai bién dang méi hay ldm cho hé bi&n dang bang nhiét d9. Ta nhén thiy céng kha
di & day khéng phai chl cd céng Ang do ngoai Ivc tao nén ma c¢dn cd cong kha di A,

do ndi luc tao nén. Do dd ta cd :
A +A =0
ng n

(1)

D6 1a bi€u thdc cia nguyén li chuyén vi kha di 4p dung cho mot hé dan héi.

§12-2. CONG THUC MO DE XAC DINH CHUYEN VI

Truée hét ta hiy dé cqp dén bai todn phéng

Bai todn dat ra nhu sau : cho khung phAng chiu lye nhu hinh 12-3. Dbl héi ta
phai tinh chuyén vi theo phuong k cia trong tAm mat cét qua D.

Goi trang thai chiu luc d& cho
la trang thdi "m". Nghia 13 ngoai
lyc cing nhu ndi luc & trang thai
nay duge dung chi s6 m d€ ddanh

/ds

od 0/

dfu. Chuyén vi theo phuong k do !

ldc & trang thdi "m" gy nén duge

ki higu 1a Ay, Ngoai lyc va phan 4, |4
e - P, va R, - cing gly nén
cfic chuyén vi cho moét phén t6 ds
bdt ki nao dd cha hé. Thuc vay,
goi N, Q,, v& M 1a cic thanh ’:@”
~ phdn ngi lyc trén cic mat cat (1-1) 7 2
v (2~2) cia ds (h. 12-4) do P va

R, gy nén, cdc thanh phén ngi

H.12-3
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luc d6 tao nén cdc chuy&n vj tuong d6i gitta hai mat céat (1-1) va (2-2) nhu sau

1. Chuyén vi doc theo chidu truc :

_ des
Adsm = EF {2)

2. Chuyén vi gdc tuong d6i (h. 12-5):

Mmds

8. Chuyén vi trugt tuong d6i giwa
hai mat cat (h. 12-6)

AB = y,ds (4)
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7, 12 goc trugt ti d6i trung binh. Gid tri géc trugt d6 tl 16 v6i dng sudt tiep do Q, gﬂy
nén trén cdc miat cit. Ta cd th€ tinh trj sp' Ung sudt tiép trung binh vdi cong thﬁ‘c "

QW
Ww=1F
trong d6 7 14 mot hé s§ diéu chinh vl ﬁng su#t ti€p do Q gy nén la phan b6 khong
déu trén mat cit.
Vi du : v6i mit cat hinh chid nhat 4 = 1,2

V6i mit cAt trdn 7 = %
F .
V6i mat cét hinh chit I 4 = w— ; F 1a dién tich toan phfn va Flong — dién tich
. Fléng
cia long chir L :
T d6 ta cd : :
T, des

Mn=7g®=1735F

Bay gis ta hdy tudng tugng tao nén mot trang thdai "k" bdng céch bd tAt cd cac
ngozi luc & trang thdi "m" va dat vao .
phuong "k" mot lye P, (h. 12-7). P, ( Pk
va cdc phan lyc B, gy nén cdc thanh I
phén néi lyc N,, Q, vd M, trén céc ¢ —'I I* 'D/ 8
mat cht (1-1) va (2-2) (hinh 12-8). 12 7,%,,

" Vihe 1a mot hé can bing nén cong .
cia ngoai luc va ndi lve cia hé trong Mk Mk

bat kl mot chuyén vi kha d1 n3o cing -

phai bing khong. » ] Wi
Ta hdy chon ngay trang théi bién __ﬁ QL+ 4s Gk

dang cla trang thai *m" nhu la céc ,ﬂ% 1 —;— ‘

chuyén vi kha di. Cong cha ngoai lyc.

khi dé 1a PiA,,, ; cOon céng cla ndi CH. 12-7 , H. 12-8

Iuc thi ta chua tinh dugc nhung ta
phai cd :

Pa T A =0 : (5)

0 day ta chd ¥ thdy ring cdc phan luc R, tai A va B khong sinh cong vl cdc géi
tya dd bt ding.

D€ tinh cong A, ta dé y dé€n phan t6 ds. Cac thanh phfn ndi luc Ny, Q; va M
trén cdc mat cét (1 1) va (2-2) d4i vdi phan t6 lai 14 ngoai lyc. Phan t8 d¢ cd cde
chuyén vi kha di Ads,, AS, va Ade . Cong ngoai luc lic nay la :

. _dArlg = N Ads_ + QA+ M,Adp
Theo nguyén i chuy&n vi kha di ta phai cd :
N Ads  + QA8 + MAdp +dA. =0 (6)



T d6 ta c6 : - ' - .
At MM _ds . N, N_ds . QQ,ds . @
n = EJ EF- !'TGF

Vay : cong cla n@i Ive cﬁa toan hé 88 la :

N

Diu téng 2. & day dé chi téng cdc doan thanh trong hé va ddu_tich phén la d& chi
phép toan tich phén trén sudt chidu dai cia mdi doan thanh :

Thay_(B) vao (B) ta cd :

J‘ Mkads : J" Nkdes ' Qkadjs

Pl = g7 T T Gr 1 )

k™ km

Néu dem chia ca hai v& cho P, hay ndi mdt cdch khdc trong trang thai "k" ldy lue
Py = 1 khong cd thit nguyén thl tI dS ta cd cong théc cla chuybn vi Ay,

_ fﬁkmmds _ J‘NN ds J- QQ ds
Akm = 2 EJ + 2 /T (12-1)

Trong dd ﬁk s ﬁk va_ﬁk la cdc thanh phdn néi lyc trong hé do P, = 1 gay nén.
Cong thic dd duce goi 1a cong thic Mo.

Ddi vai bai toan khéng gian, khi trén cdc mat cdt ngang ¢d ddy di siu thanh phan
ndi luc thl céng thic Mo =8 ¢é dang nhu sau :

M M dz M M dz M M dz
ZJ. Xk xm ZJ‘ ¥k ym + Zf K em +
EJ EJP-

+ EINzLszdz " ZJ’ kaQan + ZJ- Q Q d | '(12*2)

trong dé dz 12 d()' dai c;ia phah td dz = ds va ciac thanh phan n@i h_tc duge bidu dién
nhu trén hinh 12-9.

Trén day ta da tim chuy&n vi thing theo . ' Mi=71
phuong k. T4t c4 moi didu ta vlia ching 8
> by

minh cling sé hoan toan ding khi ta cén
tim gdc xoay cfia mit cdt ngang tal mét
ndi nao dd cia hé hay mét cach réng hon,
khi ta cdn tim chuyén vi thdng tuong d&i
hay gdc xoay tuong ddi cia hai mat cht
tai hai di€m b4t ki nao dd cla he. Khi dé
ta sé tao nén trang thai "k" bing céch dat
mét mdémen tidp trung mét hé hai lue nguge
chiéu hay hai m6men ngugec chiéu khéng
e6 thd nguyén va cd tri s& bing don vi. H.12-9 H 13-10
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Ky hieu A, tdy theo trudng hap, s& cd nghla 1a gdc xoay ciia mat cit ngang, dé
dich gén hay chuy&n xa cta hai trqng tam hai mat cdt va gdc xoay tuong d61 ca hai
mit cit.

Vi du d€ tim gdc xoay cita mat cit D ta -tao nén trang thai "k", nhu trén hinh 12-10.
D€ tinh d6 dich gén gita hai di€m D, H ta tao nén trang thai "k” nhu trén
hinh 12-11. .

D& tinh géc xoay tuong déi gilta hai mit cit ngang qua D va H ta tao nén trang
thdi "k" nhu trén hinh 12-12. .

H(:‘f
C. Dy B ¢ S B
% . 7

oL |
et
>

H. 12-1I H. 12-12

§12-3. MOT SO DINH Li QUAN TRONG

1. Pinh li vé céng twong hé (cOn goi 1a dinh I Bét-ti)
Dinh H phét biu nhu sau : '

Cong cua ngogi lyc ¢ trgng thai "m" trén chuyén vi ciae trgng thai "R" l& bang
céng ctia ngoai lyc 0 trgng thdi "R" thuc hién trén chuyén vi cia trang thdéi "m’.

Thye viy, tit bi€u thdc "9" ta ludn ludn <6 :

PA =P A =EI¥k§;ds+zINNds J-QQst

K" km m mk

2. Dink Ii vE chuyén vi don vi. N&u hai trang thai "m" va "k" déu la trang thdi do
lye don vi tdc dung theo phuong m va phuong k giy nén, khi dd cdc chuyén vi A,
va A la cdc chuy8n vi don vi va duge ki hidu 14 9, va d,,.

Ta dé dang théy .
8 =34 (12-3)

km mk

EJ’MM ds +2J‘NN ds zjqﬁimds

Do d6 ta ¢d thé phit bi€u dinh i nhu sau :

Chuyén u_;"don vi theo phuong k do luc don vi theo phuong m gdy nén la bdng
chiyén vi theo phuong m do lyc don vi theo phuong k gay nén.

That vay vi :




vi .du' 1. Cho dim chju lyc nhu hinh 12-18. X4dc djnh do ving va gdc xoay tei A
(bd qua &nh hudng cia lyc cat d8i v6i chuyén vi cia dim).

DY cling EJ, cia dém 1A hing &8, '

Bai gidi :

Ta xem trang th4ai da q :
. cho ctia ddm la trang thai : Ric=1

'm". H¢ truc toa d¢ duge | 1 ¥y 9 E F L 1 -
chon nhu hinh vé& Goi z —te— 3 1 f_ A ' ' b o
12 hoanh do cia mat cht [e— 14— o T EF 2
(1-1). Momen uén My, . _
trén mat cit d¢6 cd tri s8 ' H 12-13 o H.12-14
1a : o

z2

M =-q47 (a)

m
D€ tinh d¢ vong tai A ta tao nén trang thdi "k" nhu hinh 12-14, M6men uén trén
mat cAt (1-1) 1a : : :

Mk = -z ()

0 diy ta bd qua anh hudng ciia lyc cat, cdn ltc doc N, 12 bing khOng, do d6 chuyén
vi thing ding tal A 88 od trj s6 1a

M,

_ I MM dz ! 2 1
Akm-=yA=f EJ =fq -E.ﬁ'dz
1] [+ BN : X
_ o
Ya T BEJ_

D& tinh géc xoay tai A ta tao nén trang thai"k" nhu hinh 12-15. Khi d6 ta cd :

Vay :

Cée k&t qua nhén duge trén diay 13 nhing tri
s6 duong, didu dd cd nghia 12 4¢ véng va gdc xoay
cung chiéu véi P, va M.

Vi du 2. Cho gian chiu lyc nhu hinh 12-16,
tim chuyén vi thing diéng tai A. Céc thanh déu
cung lam bang moét loai vt litu va cing cd mat H12-16
cit nhu nhau. '
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Bai gidi :

Ta xem trang thdi dd cho cia hé 1a trang thai "m". Trj sé life doc trong céc thanh
nhu sau :

N! = PVZ ; N2m=—P
N =0 N* = 2P
m m

5 _ . 6 _ 1 -
N = PV N = -P

D€ tim chuyén vi thing ding tai A ta bé lyc P di va thay vio d6 mot luc P, = 1.
Tri 88 noi lue trong cdc thanh s& 1a :

N! _ ) 2 _ 3 _
Nk‘ﬁ' kK 1 Nk—o
= ‘ =
N = -V2 Nﬁ = -1.
0} ddy mo men udn va luc cit bing khéng nén‘chuygn vi thing ding tai A & 12 :
_ I NN _ds
By = ¥p = EF
[s]
PYZN2.ay2 Pla 2P\’_2\l_a PYZVZay2  P.la
A= " ®F TEF T EF ' EF ' EF _(10+4"—)EF

§ 12-4. PHUONG PHAP NHAN BIFU DO CUA VERESAGHIN

Khi mit cét ngang cta thanh khong thay d6i hay thay d6i trén ting doan, khi dd
céc tich phfin trong cong thic Mo (12-1) s& cd dang sau day :

_f F(z).f(z)dz - : (10
trong dé ta ludn ludn ¢6 m¢t ham s6 bac nhdt. Thue vay F(j.
vi cdc bi€u d6 ndi luc trong trang thdi "k" 1a do luc tép J {(3 'f(})
trung hay mdmen t4p trung gy nén. Trong trudng hgp dd de /|
phép tich phan cd th€ thuc hién mot cdch don gian nhu sau : p
Ta gia thiét trén mot doan dai t¥ 0 dén 1 nado dé cha L T*
thanh ham s6 f(z) 13 mot dudng cong bat ki cdn F(z) 1a mot O N4
duding thdng cd phuong trinh : *346 I
. F@) =az+b (11) g FO)
Céc ham s6 d6 dugc bi6u dién nhu trén hinh 12-7. Tt
Dem thay (11) vao (10) ta duge : o 'LF{F)Z {
1= (az+bfizdz (12 - |
r H12-17



trong d6 tich f(z)dz 1A vi phan dlén tich dQ cia bidu d6 f(z). Ta cd th€ vigt (12) lai
dudi dang : e

= f(az + b)dQ = af zdQ + bf dO (13)
Q Q Q2

trong do : f dQ la dien tich Q cia bigu d6 f(z) tit 0 dén 1 va f zdQ 12 mémen tinh
€ - Q
cia @ ddi véi truc tung.

Tri 86 nay cd thé tinh vdi bidu thic :

_!2 2dQ = z Q

trong dd : z, la hoanh d6 trong tam cia Q.
Vay bigu thdc (13) cd thé duge viét lai dudi dang :
I =2 Q+bQ = Q (az_ +b) (14)

trong d6 az_ + b = f(z) la tung d¢ cia bi€u d8 F(z) tai hoanh d¢ z_ cia bigu
dé f(z). Vay :

1= QF@z) ’ (12-4)

Vi du 3. Tim dé vong tai B va gdc xoay tai A.cta ddm chiu lyc nhu trén hinh
12-18 (bd qua anh hudng caa lyc cit).

Bai gidi :

Ta hay tim gdc xoay tai A. Thao nén trang thai "k" ¢ r{q
(h. 12-19). VI bd qua anh hudng cua lyc cét nén géc B 4
xoay tai A s& duge tinh vé6i bi€u thic : ] l (i

. _ _h_&? i Y o
1 Mkads :
Ay = 6y = J EJ H.12-18

o]

Cic bidu d6 M, vd M, dugc bi€u difn nhu trén hinh 12-20. Theo phép nhan
Vérésagh‘in' ta ed

LI W
T2 EJK - 24EJ

Mg
Mi ]E
b f_
H.12-19 H.12-20 H.12-21
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