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Chöông 1

Phöông trình vi phaân thöôøng caáp I

1.1 Môû ñaàu

Trong raát nhieàu lónh vöïc öùng duïng, chuyeån ñoäng cuûa moät heä ñöôïc moâ hình hoaù bôûi caùc
phöông trình vi phaân, töùc laø phöông trình coù chöùa caùc ñaïo haøm cuûa aån haøm caàn tìm.
Chaúng haïn, trong cô hoïc coå ñieån (ñònh luaät Newton), trong thieân vaên hoïc (söï chuyeån
ñoäng cuûa caùc haønh tinh), trong hoaù hoïc (caùc phaûn öùng hoaù hoïc), trong sinh hoïc (söï
phaùt trieån cuûa daân soá), trong ñieän töû... Trong haàu heát caùc lónh vöïc nhö theá, baøi toaùn
chung nhaát laø moâ taû nghieäm cuûa caùc phöông trình naøy (caû veà ñònh tính laãn veà ñònh
löôïng).

1.1.1 Caùc khaùi nieäm

Phöông trình vi phaân thöôøng laø phöông trình coù daïng

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(m)) = 0 (1.1)

trong ñoù y = y(x) laø aån haøm caàn tìm vaø nhaát thieát phaûi coù söï tham gia cuûa ñaïo haøm
(ñeán caáp naøo ñoù) cuûa aån.

Thoâng thöôøng ta xeùt caùc phöông trình vôùi aån haøm laø haøm soá moät bieán thöïc y = y(x)
xaùc ñònh treân khoaûng môû I ⊂ R naøo ñoù; khi ñoù haøm F trong ñaúng thöùc treân xaùc ñònh
trong moät taäp môû G cuûa R× R

m+1. Trong tröôøng hôïp aån haøm caàn tìm laø vector-haøm
(haøm vôùi giaù trò vector) y(x) = (y1(x), . . . , yn(x))T , F laø moät aùnh xaï nhaän giaù trò trong
R

n vaø (1.1) ñöôïc hieåu laø heä phöông trình vi phaân.

Trong tröôøng hôïp aån haøm caàn tìm laø haøm nhieàu bieán thì phöông trình vi phaân coøn
goïi laø phöông trình ñaïo haøm rieâng

Ta noùi moät phöông trình vi phaân coù caáp m neáu m laø caáp lôùn nhaát cuûa ñaïo haøm cuûa
aån coù maët trong phöông trình.

Phöông trình vi phaân thöôøng caáp I coù daïng toång quaùt

F (x, y, y′) = 0 (1.2)
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trong ñoù F (x, y, z) ñöôïc giaû thieát lieân tuïc cuøng vôùi caùc ñaïo haøm rieâng cuûa noù treân
mieàn G ⊂ R

3. Vôùi moät soá ñieàu kieän naøo ñaáy, phöông trình vi phaân caáp I coù theå vieát
ñöôïc döôùi daïng sau, goïi laø daïng giaûi ra ñöôïc ñoái vôùi ñaïo haøm

y′ = f(x, y) (1.3)

vôùi f lieân tuïc trong moät mieàn D ⊂ R
2.

Ví duï: Caùc phöông trình
ey + y′2 cos x = 1

y′′′2 − 2xy = lnx
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0

laàn löôït laø phöông trình vi phaân thöôøng caáp I, caáp III vaø phöông trình ñaïo haøm rieâng
caáp II.

Xeùt phöông trình (1.1), haøm giaù trò vector y : I → R
n (I = (a, b) laø khoaûng naøo ñoù

cuûa R) laø nghieäm cuûa phöông trình (1.1) neáu noù coù caùc ñaïo haøm lieân tuïc ñeán caáp m
treân I vaø thoaû maõn

F (x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(m))(x) = 0 vôùi moïi x ∈ I (1.4)

Trong tröôøng hôïp phöông trình vi phaân caáp I, nghieäm laø moät haøm thöïc moät aån y = y(x)
maø khi thay vaøo (1.2), ta ñöôïc moät ñaúng thöùc ñuùng.

Ví duï: Deã kieåm tra raèng hoï haøm (phuï thuoäc vaøo hai tham soá tuyø yù)

y = C1 cosx+ C2 sin x

laø nghieäm cuûa phöông trình vi phaân

y′′ + y = 0

Ví duï: (Saên moài vaø moài) Söï phaùt trieån cuûa hai quaàn theå ñoäng vaät (chaúng haïn, x =
x(t) laø soá con meøo vaø y = y(t) laø soá con chuoät) ñöôïc moâ taû bôûi (heä) phöông trình
Volterra−Lotka sau ñaây

y′ = y(α− βx), x′ = x(γy − δ) (1.5)

vôùi α, β, γ vaø δ laø nhöõng haèng soá cho tröôùc.

Ñeå tìm nghieäm cuûa phöông trình naøy ta coù theå xem y nhö laø haøm theo x, phöông
trình coù theå vieát döôùi daïng

dy

dx
=
y(α− βx)
x(γy − δ) hay

(γy − δ)
y

dy =
(α− βx)

x
dx

Nghieäm cuûa phöông trình naøy cho bôûi

γy − δ ln y = α ln x− βx+ C

trong ñoù C laø haèng soá tuyø yù. Hình 1.1 moâ taû caùc ñöôøng möùc cuûa nghieäm khi α = β =
γ = 1, δ = 2.
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Hình 1.1: Nghieäm cuûa phöông trình Volterra−Lotka.

1.1.2 Baøi toaùn Cauchy

Ta nhaän xeùt raèng noùi chung, nghieäm cuûa moät phöông trình vi phaân phuï thuoäc vaøo moät
hay nhieàu tham soá tuyø yù naøo ñoù; noùi caùch khaùc ta coù töøng hoï nghieäm. Ñeå xaùc ñònh
nghieäm cuï theå naøo ñoù, noùi chung ta caàn theâm moät hay vaøi ñaëc tröng khaùc veà nghieäm
(tuyø theo caáp cuûa phöông trình vi phaân). Chaúng haïn, y = x3

3
+ C laø (hoï) nghieäm cuûa

phöông trình y ′ = x2. Deã thaáy y = x3

3
+1 laø nghieäm (duy nhaát) thoaû ñieàu kieän y(0) = 1.

Ta xeùt baøi toaùn sau ñaây ñaët ra ñoái vôùi phöông trình (1.2), goïi laø baøi toaùn Cauchy
(coøn goïi laø baøi toaùn giaù trò ban ñaàu):

Tìm nghieäm y(x) cuûa phöông trình (1.2) thoaû

y(x0) = y0 (1.6)

trong ñoù (x0, y0) ∈ D ñöôïc goïi laø caùc ñieàu kieän ban ñaàu.

Caâu hoûi töï nhieân ñaët ra laø vôùi ñieàu kieän ban ñaàu (1.6), coù hay khoâng vaø bao nhieâu
nghieäm thoaû maõn ñieàu kieän naøy. Traû lôøi caâu hoûi naøy töùc laø giaûi baøi toaùn Cauchy ñoái
vôùi phöông trình (1.2). Ta löu yù raèng khoâng phaûi luùc naøo baøi toaùn Cauchy cuõng coù
nghieäm, vaø khi coù nghieäm cuõng khoâng nhaát thieát coù duy nhaát nghieäm. Trong muïc sau
ta seõ phaùt bieåu vaø chöùng minh moät ñònh lyù giaûi quyeát troïn veïn baøi toaùn Cauchy cho
phöông trình vi phaân caáp I.

1.2 Ñònh lyù toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm

1.2.1 Phöông phaùp xaáp xæ Picard

Ta xeùt baøi toaùn Cauchy ñoái vôùi phöông trình caáp I daïng giaûi ra ñöôïc ñoái vôùi ñaïo haøm:

y′ = f(x, y), y(x0) = y0 (1.7)
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trong ñoù f xaùc ñònh vaø lieân tuïc treân mieàn môû D ⊂ R
2.

Giaû söû y(x) laø nghieäm cuûa baøi toaùn (1.7), tích phaân hai veá cuûa phöông trình trong
(1.7) ta ñöôïc phöông trình tích phaân cho y(x) laø

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y(t))dt (1.8)

Roõ raøng moãi nghieäm cuûa (1.7) cuõng laø nghieäm cuûa (1.8) vaø ngöôïc laïi, moãi nghieäm
cuûa (1.8) ñeàu khaû vi lieân tuïc (töùc laø thuoäc lôùp C1) treân moät khoaûng I naøo ñoù vaø thoaû
phöông trình (1.7).

Pheùp laëp Picard−Lindelöf.
Veà maët toaùn töû, nghieäm cuûa phöông trình tích phaân (1.8) chính laø lôøi giaûi cuûa baøi
toaùn ñieåm baát ñoäng cuûa caùc aùnh xaï co trong khoâng gian metric ñaày ñuû (ôû ñaây ta xeùt
khoâng gian caùc haøm khaû vi lieân tuïc treân I) maø lôøi giaûi coù theå cho bôûi phöông phaùp
xaáp xæ lieân tieáp Picard−Lindelöf sau ñaây.

Xeùt daõy caùc haøm xaùc ñònh moät caùch ñeä qui bôûi

y0(x) = y0 (hay moät haøm naøo ñoù)
yk+1(x) = y0 +

∫ x

x0
f(t, yk(t))dt, vôùi k ∈ N

Boå ñeà 1.2.1. Giaû söû f lieân tuïc treân hình chöõ nhaät

D = {(x, y)/|x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b}

Ñaët M := max(x,y)∈D |f(x, y)| vaø h := min

(
a,

b

M

)
. Khi ñoù vôùi moïi x ∈ I := [x0 −

h, x0 + h] ta coù

|yk(x)− y0| ≤ b, vôùi moïik

Noùi caùch khaùc, caùc haøm yk khoâng ñi ra khoûi hình chöõ nhaät D.

Chöùng minh: Ta coù, vôùi x0 − h ≤ x ≤ x0 + h:

|yk − y0| =
∣∣∣∣
∫ x

x0

f(t, yk−1(t))dt

∣∣∣∣ ≤
∫ x

x0

|f(t, yk−1(t))| dt ≤M |x− x0| ≤Mh ≤ b

�

Ví duï: Xeùt phöông trình y′ = −y2, vôùi y(0) = 1. Nghieäm chính xaùc cuûa noù laø

y =
1

x+ 1
. Vaøi xaáp xæ ñaàu tieân trong pheùp laëp Picard-Lindelöf laø y0 = 1, y1 = 1− x,

y2 = 1− x+ x2 − x3

3
...(xem Hình 1.2). Ta nhaän thaáy caùc xaáp xæ yk hoäi tuï nhanh khi x

beù, vôùi caùc giaù trò x lôùn pheùp laëp laø phaân kyø.
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1 2 3 4

Y (x)2

Y (x)
0

Y (x)4

Y (x)1

Y (x)
3

Hình 1.2: Pheùp laëp Picard−Lindelof cho phöông trình y′ = −y2, vôùi y(0) = 1

1.2.2 Söï toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm

Trong phaàn naøy ta seõ phaùt bieåu vaø chöùng minh ñònh lyù cô baûn cuûa lyù thuyeát phöông
trình vi phaân, khaúng ñònh söï toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm cuûa baøi toaùn Cauchy.

Ñònh nghóa 1.2.1. Cho haøm f(x, y) xaùc ñònh treân mieàn D ⊂ R
2. Ta noùi f thoaû ñieàu

kieän Lipschitz treân D theo bieán y neáu toàn taïi haèng soá döông L (goïi laø haèng soá
Lipschitz) sao cho:

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L |y1 − y2| , vôùi moïi (x, y1), (x, y2) ∈ D

Nhaän xeùt: Ñieàu kieän Lipschitz laø yeáu hôn so vôùi ñieàu kieän giôùi noäi cuûa ñaïo haøm

rieâng
∂f

∂y
treân D. Thaät vaäy, giaû söû

∂f

∂y
lieân tuïc vaø

∣∣∣∣∂f∂y
∣∣∣∣ ≤ M . Khi ñoù, aùp duïng ñònh

lyù Lagrange cho haøm f(x, y) theo bieán y ta ñöôïc

f(x, y1)− f(x, y2) = (y1 − y2)
∂f

∂y
[x, y1 + θ(y2 − y1)]

Töø ñoù suy ra ñieàu kieän Lipschitz.

Ñònh lyù 1.2.2 (Ñònh lyù toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm). Giaû söû haøm soá f(x, y) trong
(1.3) lieân tuïc vaø thoaû ñieàu kieän Lipschitz theo bieán y treân hình chöõ nhaät

D = {(x, y)/ |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b}

Khi ñoù nghieäm cuûa baøi toaùn Cauchy (1.7) laø toàn taïi vaø duy nhaát trong ñoaïn I :=
[x0 − h, x0 + h], vôùi h := min(a, b

M
) vaø M := max(x,y)∈D |f(x, y)|.

Chöùng minh: Chöùng minh chia laøm hai böôùc:
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Söï toàn taïi:

Ta chöùng minh raèng pheùp laëp Picard hoäi tuï ñeàu treân I ñeán moät nghieäm cuûa baøi toaùn
Cauchy. Tröôùc tieân ta chöùng minh, baèng qui naïp raèng

|yk+1(x)− yk(x)| ≤ MLk |x− x0|k+1

(k + 1)!
, vôùi moïi x ∈ I

Vôùi k = 0, baát ñaúng thöùc treân chính laø
∣∣∣∫ x

x0
f(t, yk−1(t))dt

∣∣∣ ≤M |x− x0|, baát ñaúng thöùc

naøy ñuùng.

Giaû söû ta coù ñieàu ñoù vôùi k − 1, khi ñoù vôùi x0 ≤ x ≤ x0 + h ta coù

|yk+1(x)− yk(x)| =
∣∣∣∣
∫ x

x0

[f(t, yk(t))− f(t, yk−1(t))] dt

∣∣∣∣
≤
∫ x

x0

|f(t, yk(t))− f(t, yk−1(t))| dt ≤ L

∫ x

x0

|yk(t)− yk−1(t)| dt

≤ L

∫ x

x0

|yk(t)− yk−1(t)| dt

≤MLk

∫ x

x0

|x− x0|k
k!

dt = MLk |x− x0|k+1

(k + 1)!

(vôùi x0 − h ≤ x ≤ x0 ta ñaùnh giaù töông töï).

Xeùt daõy haøm {yk(x)} treân I , ta coù

|yk+p(x)− yk(x)| ≤ |yk+p(x)− yk+p−1(x)|+ |yk+p−1(x)− yk+p−2(x)|+ · · ·+ |yk+1(x)− yk(x)|

≤ M

L

{
(L |x− x0|)k+p

(k + p)!
+ · · ·+ (L |x− x0|)k+1

(k + 1)!

}

≤ M

L

∑
j≥k+1

(Lh)j

j!

Chuoåi soá
∑∞

j=0

(Lh)j

j!
laø hoäi tuï, neân phaàn dö cuûa noù maø xuaát hieän trong bieåu thöùc cuoái

cuøng coù theå laøm cho beù tuyø yù khi k ñuû lôùn. Theo tieâu chuaån Cauchy, daõy {yk(x)} hoäi
tuï ñeàu treân I ñeán haøm y(x). Ñeå chöùng minh y(x) laø nghieäm chæ caàn qua giôùi haïn trong
ñaúng thöùc

yk+1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, yk(t))dt

Vì daõy haøm {yk(x)} hoäi tuï ñeàu, f lieân tuïc (ñeàu) treân hình chöõ nhaät D neân daõy haøm
{f(t, yk(t))} hoäi tuï ñeàu treân I ñeán haøm f(t, y(t)). Do ñoù coù theå chuyeån giôùi haïn qua
daáu tích phaân ñeå ñöôïc ñaúng thöùc (1.8). Vaäy y(x) chính laø nghieäm cuûa baøi toaùn Cauchy
(1.7).


