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LỜI NÓI ĐẦU 

Tài liệu này là các Bài giảng của môn Quy hoạch rời rạc thuộc Trung tâm đào tạo 
sau đại học, Viện Toán học,  Viện Khoa học và Công nghệ Việt nam trong các năm 
2006, 2007 và 2008. Đây là tài liệu đầu tiên được viết bằng tiếng Việt trình bày một 
cách hệ thống về Quy hoạch rời rạc với cơ sở lý thuyết chặt chẽ, chứng minh tính hữu 
hạn của các thuật toán Gomory, hơn nữa còn đưa ra chương trình nguồn viết bằng C cho 
các thuật toán.  

Kiến thức chuẩn bị để tiếp thu giáo trình này là lý thuyết căn bản về quy hoạch 
tuyến tính và phương pháp đơn hình [9], lập trình bằng ngôn ngữ C++ [11], bảng tính 
điện tử Microsoft Excel  [12]. 

Tài liệu gồm bảy chương. Chương 1 trình bày các bài toán phát sinh trong thực 
tiễn dẫn đến các bài toán quy hoạch rời rạc, phát biểu bài toán quy hoạch rời rạc tổng 
quát. Các bài tập ở cuối chương 1 có thể dùng lệnh Solver trong Microsoft Excel để 
giải, hướng dẫn lệnh này cho trong tài liệu [12] hoặc[13]. 

Trong Chương 2 nêu những khái niệm cơ bản về quy hoạch tuyến tính, phương 
pháp đơn hình bình thường, phương pháp đơn hình đối ngẫu từ vựng và chương trình 
máy tính viết bằng C++, và khái niệm về bài toán quy hoạch tuyến tính nguyên. 

Chương 3 trình bày tư tưởng phương pháp cắt, thuật toán Gomory thứ nhất và 
chứng minh sự hội tụ của nó (tài liệu gốc trong [1], [2]), chương trình máy tính của 
thuật toán Gomory thứ nhất. 

Chương 4 xét hai thuật toán: thuật toán Gomory thứ hai dùng để giải bài toán quy 
hoạch tuyến tính nguyên bộ phận [3], thuật toán Dalton - Llewellyn dùng để giải bài 
toán quy hoạch tuyến tính với các biến nhận giá trị rời rạc [4], chương trình máy tính 
của hai thuật toán này. 

Chương 5 trình bày thuật toán Gomory thứ ba nhằm xây dựng các lát cắt đảm bảo 
tất cả các Bảng đơn hình ở mỗi bước đều có tất cả các phần tử là nguyên [5], [6], 
chương trình máy tính của thuật toán Gomory thứ ba. 

Chương 6 trình bày tư tưởng của phương pháp nhánh cận, phương pháp  Land 
A.H và Doig A.G giải bài toán qui hoạch nguyên [7], phương pháp Little J.D, Murty 
K.G, Sweeney D.W  và Karen C giải bài toán người du lịch [8]. 

Các tài liệu gốc [1]-[8] được A.A. Korbut, Iu. Iu. Phinkenstein trình bày lại trong 
cuốn sách [10]. Năm chương trình bằng ngôn ngữ C trong tài liệu này về Phương pháp 
đơn ngẫu từ vựng, ba thuật toán Gomory, thuật toán Dalton đều do chính tác giả lập. 
Bạn đọc quan tâm tới lập trình bằng Pascal cho các bài toán tối ưu của Quy hoạch tuyến 
tính, Quy hoạch phi tuyến và Quy hoạch rời rạc có thể tham khảo tài liệu [14]. 

Các trường Đại học, các cơ sở đào tạo có nhu cầu giảng dạy môn này, hoặc hướng 
dẫn giảng viên để giảng dạy môn này, hoặc bạn đọc muốn góp ý về giáo trình này xin 
vui lòng liên hệ với tác giả theo địa chỉ: Bùi Thế Tâm, Viện Toán học, Viện Khoa học 
và Công nghệ Việt Nam, 18 Hoàng Quốc Việt, Cầu giấy, Hà nội ; địa chỉ email: 
bttam@math.ac.vn 

 

Hà Nội, ngày 4 tháng10 năm 2008 
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Chương 1 

BÀI TOÁN QUY HOẠCH RỜI RẠC 
 

1. ĐỊNH NGHĨA BÀI TOÁN QUY HOẠCH RỜI RẠC 
Trong các bài toán quy hoạch tuyến tính, các biến số có thể nhận những giá trị 

thực không âm. Tuy nhiên, trong thực tiễn thường gặp các bài toán mà các biến số chỉ 
có thể nhận một số hữu hạn hay đếm được giá trị, thường là các giá trị nguyên. Chẳng 
hạn sẽ là vô nghĩa khi đưa ra câu trả lời: cần sản xuất nửa cái bàn hay cần thuê 2,7 cái ô 
tô để vận chuyển hàng hoá…Trong một số bài toán, chẳng hạn bài toán vận tải với các 
lượng hàng cung và cầu là các số nguyên, song nhiều bài toán khác thì không phải như 
vậy. Vì thế trong chương này sẽ đề cập đến nội dung và phương pháp giải các bài toán 
tối ưu trên lưới các điểm nguyên hay trên các tập rời rạc, gọi tắt là bài toán quy hoạch 
rời rạc hay bài toán quy hoạch nguyên. 

Bài toán quy hoạch rời rạc có dạng sau: 
     Tìm cực đại của hàm ( , )f x y  phụ thuộc hai nhóm biến x và y với các ràng buộc 

có dạng: 

( , ) 0, 1,2,... ,ig x y i m x D≤ = ∈  

trong đó, 1 2 1 2( , ,..., ), ( , ,..., ), 0, 0p qx x x x y y y y p q= = > ≥ , D  là tập hữu hạn các véc tơ 
p - chiều, còn , if g  là những hàm cho trước của n  biến số ( n p q= + ). 

    Nếu , if g  là các hàm tuyến tính và D  là lưới các điểm nguyên, thì ta có bài toán 
quy hoạch nguyên tuyến tính, còn nếu D  là tập các véc tơ p thành phần 0  hay 1 thì ta 
có bài toán quy hoạch nguyên 0 1− . 

    Nếu 0q = , nghĩa là chỉ có các biến rời rạc 1 2, ,..., px x x  thì bài toán được gọi là bài 
toán quy hoạch nguyên hoàn toàn. Còn nếu 0q >  thì bài toán được gọi là bài toán 
nguyên bộ phận. 

        Chú ý 

         Sở dĩ bài toán quy hoạch rời rạc còn được gọi là bài toán quy hoạch nguyên là vì 
bất kỳ bài toán với các biến số chỉ nhận một số hữu hạn giá trị cho trước, đều có thể quy 
về bài toán trong đó các biến chỉ nhận các giá trị nguyên. Ví dụ, giả sử biến x  biểu thị 
quy mô công suất của nhà máy điện cần xây dựng chỉ có thể lấy một trong các giá trị 
cho trước 1 2, ,..., ka a a  (các quy mô công suất tiêu chuẩn). Khi đó bằng cách đặt:  

1 1 2 2 ... k kx a u a u a u= + + + , 

với { }1 2 ... 1, 0;1 , 1, 2...,k ju u u u j k+ + + = ∈ =  

thì biến rời rạc x  có thể được thay thế bởi một số biến ju chỉ nhận giá trị 0  hay 1, gọi 
tắt là biến 0 1−  hay biến Boolean. 
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     Tương tự, nếu { }0,1, 2,...,x k∈  thì ta có thể viết  

{ }1 2 ... , 0;1 , 1,2...,k jx u u u u j k= + + + ∈ =  

nghĩa là bất kỳ bài toán với các biến nguyên bị chặn tuỳ ý, đều có thể quy về bài toán 
với các biến 0 1− . Điều này cho thấy bài toán quy hoạch nguyên 0 1−  giữ vai trò quan 
trọng trong quy hoạch rời rạc. 

2. CÁC BÀI TOÁN THỰC TẾ DẪN TỚI QUY HOẠCH RỜI RẠC 
        2.1.  Bài toán vận tải 
         Có m  kho hàng (điểm phát) chứa một loại hàng hoá, lượng hàng ở kho i  là ia  và 
n  nơi tiêu thụ (điểm thu), nhu cầu ở nơi thu là jb , ijc  là chi phí vận chuyển một đơn vị 
hàng từ điểm phát i  đến điểm thu j . Xác định các lượng hàng vận chuyển ijx  từ các 
điểm phát i  tới các điểm thu j  sao cho tổng chi phí là nhỏ nhất và nhu cầu các điểm 
thu được thoả mãn. 

         Dạng toán học của bài toán là: 

ij ij
ij

ij
1

ij
1

ij

1 1

min

, 1,2,...,

, 1, 2,...,

0

.

n

i
j

m

j
i

m n

i j
i j

c x

x a i m

x b j n

x

a b

=

=

= =

→

= =

= =

≥

=

∑

∑

∑

∑ ∑

 

          Nếu các ia  và jb  là nguyên thì đa diện lồi xác định bởi các ràng buộc của bài 
toán có mọi đỉnh đều là nguyên. Do đó ta có thể dùng phương pháp đơn hình để giải bài 
toán quy hoạch tuyến tính này, lời giải cuối cùng nhận được sẽ là một phương án 
nguyên. 

         Ví dụ. Xét bài toán vận tải có 3 điểm phát và 4 điểm thu với ma trận chi phí như 
sau: 

2 1 4 3
6 0 5 2 , (10, 25,15), (5,15, 20,10)
1 4 8 2

ij i jc a b
 
 = = = 
 
 

 

         Đáp số: trị tối ưu hàm mục tiêu là 115, phương án vận chuyển tối ưu là: x[1,3]=10, 
x[2,2]=15, x[2,3]=10, x[3,1]=5, x[3,4]=10 

       2.2.  Bài toán phân việc 
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        Có n  đơn vị sản xuất cần sản xuất n  loại sản phẩm, ijc  là chi phí cho đơn vị i  sản 
xuất sản phẩm j . Hãy phân công mỗi đơn vị sản xuất một sản phẩm để tổng chi phí là 
nhỏ nhất. 

         Dạng toán học của bài toán là: 

{ }

n

ij ij
1 j=1

ij
1

ij
1

ij

min

1, 1, 2,...,

1, 1,2,...,

0;1

n

i

n

j

m

i

c x

x i n

x j n

x

=

=

=

→

= =

= =

∈

∑∑

∑

∑

 

          Ví dụ có 4  đơn vị sản xuất 4 loại sản phẩm với ma trận chi phí sau: 

100000 4000000 800000 550000

200000 3500000 750000 500000

400000 2000000 700000 400000

300000 5000000 600000 450000

         Đáp số: trị tối ưu hàm mục tiêu là 3200000 đồng, phương án tối ưu là: 
x[1,1]=x[2,4]=x[3,2]=x[4,3]=1. 

       2.3.  Bài toán cái túi 
        Có một cái túi chứa được nhiều nhất một trọng lượng là b , có n  đồ vật cần mang, 
đồ vật j  nặng ja , giá trị của nó là jc . Bài toán đặt ra là cho những đồ vật nào vào túi 
để tổng giá trị của nó lớn nhất. Ký hiệu jx  là số đồ vật j  được đưa vào túi. Dạng toán 
học của bài toán là: 

n

j j
j=1

j
1

j j

m ax

0,

n

j
j

c x

a x b

x x Z
=

→

≤

≥ ∈

∑

∑  

        Ví dụ. Có một cái túi chứa được nhiều nhất là 62 kg, có 10 đồ vật cần mang 

{ }

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

30 19 13 38 20 6 8 19 10 11 ax
15 12 9 27 15 5 8 20 12 15 62

0,1 , 1, 2,...,10j

x x x x x x x x x x m
x x x x x x x x x x

x j

+ + + + + + + + + →
+ + + + + + + + + ≤

∈ =

      

Đáp số: trị tối ưu hàm mục tiêu là 95, phương án tối ưu là (1,1,0,1,0,0,1,0,0,0) 

       2.4.  Bài toán xếp hàng lên tầu 
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          Một tầu chở hàng có trọng tải T  và thể tích K , tầu chở n  loại hàng, hàng loại j  
có số lượng là js , có trọng lượng là ja , thể tích jb  và giá trị sử dụng là jc . Bài toán đặt 
ra là cần xác định số lượng hàng loại j cần xếp lên tàu jx  để tổng giá trị hàng hoá trên 
tầu là lớn nhất. 

          Dạng toán học của bài toán là: 

{ }

n

j j
j=1

j
1

j
1

j

m ax

0,1,2,..., , 1, 2,...,

n

j
j

n

j
j

j

c x

a x T

b x K

x s j n

=

=

→

≤

≤

∈ =

∑

∑

∑
 

Ở đây, không giảm tính tổng quát của bài toán ta có thể giả sử các hệ số , , , ,j j jT K a b c  
(với mọi j ) đều là các số dương. 

        2.5. Bài toán xếp hàng vào các công ten nơ rỗng cùng loại 
         Có n  loại hàng hoá cần được xếp lên các công ten nơ rỗng như nhau với tải trọng 
của mỗi công ten nơ là T  và dung lượng là K . Hàng hoá loại j  có trọng lượng ja , 
khối lượng jb  và số lượng cần vận chuyển là js ( 1, 2,...,j n= ). Hãy tìm cách xếp tất cả 
số hàng hoá này lên công ten nơ sao cho dùng ít công ten nơ nhất? 

         Giả sử ta đã biết được m  là số công ten nơ tối đa cần thiết để chở hết số hàng hoá 
trên. Chẳng hạn, số m  có thể tìm theo cách: xếp dần các đồ vật lên công ten nơ theo thứ 
tự tuỳ ý, cái nọ tiếp cái kia, cho đến khi trọng lượng hay dung tích của công ten nơ đã 
dùng hết. Tiếp đó sử dụng công ten nơ tiếp theo… 

         Gọi ijx  là số đồ vật j được chở trên công ten nơ i , iy  là biến nhận giá trị 0 hay 1 
tuỳ theo có dùng công ten nơ i  hay không. 

         Dạng toán học của bài toán là: 

{ }
{ }

1

ij
1

ij
1

ij
1

ij

min

, 1, 2,...,

, 1, 2,...,

, 1, 2,...,

0,1, 2, , , 1,2,..., , 1, 2,...,

0,1 1,2,...,

m

i
i
n

j i
j

n

j i
j

m

j
i

j

i

y

a x Ty i m

b x Ky i m

x s j n

x s i m j n

y i m

=

=

=

=

→

≤ =

≤ =

= =

∈ = =

∈ =

∑

∑

∑

∑
"
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Hai nhóm ràng buộc đầu biểu thị yêu cầu không chuyên chở quá tải trọng và dung 
lượng của mỗi công ten nơ được sử dụng ( 1iy = ), còn công ten nơ không sử dụng 
( 0iy = ) cần phải rỗng. Nhóm ràng buộc thứ ba biểu thị mọi đồ vật cần được xếp vào 
các công ten nơ. 

      2.6. Bài toán người du lịch 
       Cho đồ thị ( , ),G V E=  V  là tập n  đỉnh, E  là tập n  cạnh. Gọi ijc  là độ dài của 
cung nối từ đỉnh i đến đỉnh j, có thể ij jic c≠  và iic = ∞  với mọi i . Một chu trình 
Hamilton là một chu trình sơ cấp mà nó tương đương với việc xuất phát từ một đỉnh bất 
kỳ cho trước, đi qua mọi đỉnh khác đúng một lần và trở lại đỉnh xuất phát. Tổng khoảng 
cách trên các cạnh trong hành trình đó là độ dài của hành trình đó. Mục tiêu của bài toán 
người du lịch là tìm chu trình Hamilton có độ dài ngắn nhất. 

         Đặt ij 1x =  nếu cung ( , )i j  được chọn và bằng 0 nếu trái lại. Dạng toán học của bài 
toán là: 

{ }

n

ij ij
1 j=1

ij
1

ij
1

ij

ij

min

1, 1,2,...,

1, 1,2,...,

0;1 , , 1,2,...,

1, 2 i j n

n

i

n

j

m

i

i j

c x

x i n

x j n

x i j n

u u nx n

=

=

=

→

= =

= =

∈ =

− + ≤ − ≤ ≠ ≤

∑∑

∑

∑  

trong đó iu  nhận giá trị nguyên hay thực. 

        Hai tập ràng buộc đầu biểu thị mỗi thành phố được thăm đúng một lần. Ràng buộc 
cuối đưa vào để mỗi hành trình của bài toán chỉ chứa duy nhất một chu trình. 

        Bài toán người du lịch là một bài toán rất quen thuộc và nổi tiếng trong tối ưu rời 
rạc. Tuy số phương án của bài toán là hữu hạn (bằng !n  đối với bài toán có n  thành 
phố) nhưng với n  cỡ hàng ngàn trở lên thì số phương án này cực kỳ lớn, vì thế cách 
duyệt toàn bộ là không thể thực hiện được, mặc dầu có sự trợ giúp của các máy tính cực 
mạnh. Little J.D, Murty K.G, Sweeney D.W và Karel C 1963 là những người đầu tiên 
sử dụng thành công phương pháp nhánh cận để giải bài toán  người du lịch và cho đến 
nay phương pháp này với nhiều cải tiến khác nhau vẫn là công cụ chủ yếu để giải quyết 
bài toán đề ra. 

       2.7. Bài toán với chi phí cố định 
       Xét bài toán tối ưu có dạng sau: 

n

j 1 2
j=1

min f(x)= f ( ) : ( , ,..., )j nx x x x x D
 

= ∈ 
 

∑  

trong đó nD R+⊂  là một tập lồi đóng và: 
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0
( ) ( 1,2,..., )

0 0

+ >= = =

j j j j
j j

j

d c x khi x
f x j n

khi x
 

Giả thiết 0jd >  với mọi 1, 2,...,j n= . Các số jd  thường được hiểu là các chi phí cố 
định cần thiết để đưa phương thức sản xuất j  vào hoạt động, nó không phụ thuộc vào 
cường độ sử dụng của phương thức này ( )jx . 

         Giả sử đã biết jp  là cận trên của biến ( )jx , tức là: 

{ }jax x : , 1, 2,...,jp m x D j n≥ ∈ =  

Khi đó ta có thể đưa bài toán trên về bài toán tương đương với nó dạng: 

{ }
1
( ) min

,0 , 0,1 , 1, 2,...,

n

j j j j
j

j j j j

c x d y

x D x p y y j n
=

+ →

∈ ≤ ≤ ∈ =

∑
 

       2.8. Bài toán với ràng buộc dạng lựa chọn 
        Cho hai hàm số ( )g x  và ( )h x  bị chặn trên trên tập hợp D . Nếu ta đòi hỏi phải có 
hoặc ( ) 0g x ≤  hoặc ( ) 0h x ≤ với mọi x D∈ , thì điều này có thể diễn đạt bằng cách đưa 
thêm vào một biến số nhận giá trị 0-1. Ký hiệu gu và hu  là các cận trên của hàm ( )g x  
và ( )h x  trên tập D  ( ( ) gg x u≤ , ( ) hh x u≤ , x D∀ ∈ ). Khi đó điều kiện trên sẽ được thoả 
mãn khi và chỉ khi: 

{ }

( )

( ) (1 )
0,1

g

h

g x u

h x u

δ

δ
δ

≤


≤ −
 ∈

 

         Ví dụ 1. Điều kiện bù trong quy hoạch toàn phương 

1
0

n

j j
j

x y
=

=∑   (với 0, 0, 1,2,...,j jx y j n≥ ≥ = ) 

có thể thay thế bằng n  cặp ràng buộc dạng lựa chọn: 

0jx ≤  hay 0, 1,2,...,jy j n≤ =  (với 0, 0, 1, 2,...,j jx y j n≥ ≥ = ). 

         Giả sử đã biết cận trên jp  của biến jx  và cận trên jq  của biến jy . Khi đó bằng 
cách đưa vào các biến jz  nhận giá trị 0-1, ta có thể đưa n  cặp ràng buộc dạng lựa chọn 
nói trên về dạng: 

{ }, (1 ), 0,1j j j j j j jx p z y q z z≤ ≤ − ∈    (với 0, 0, 1, 2,...,j jx y j n≥ ≥ = ). 

          Ví dụ 2. Khi quyết định phương thức sản xuất sản phẩm mới ta thường gặp tình 
huống sau: hoặc là không sản xuất sản phẩm j  ( jx =0), hoặc là nếu chấp nhận sản xuất 
nó thì phải sản xuất với số lượng không ít hơn jd  ( j jx d≥ ), với jd  là số lượng sản 
phẩm loại j  tối thiểu cần sản xuất để bù lại được các chi phí cần bỏ ra khi đưa phương 


