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SOÁ NGUYEÂN

1.1 Vaønh soá nguyeân

Vaønh soá nguyeân Z laø môû roäng nhoû nhaát cuûa taäp soá töï nhieân N cuøng vôùi caùc
pheùp toaùn coäng vaø nhaân sao cho phöông trình a+x = b luoân luoân coù nghieäm.
Nghieäm duy nhaát x cuûa phöông trình a + x = b ñöôïc kyù hieäu laø b − a.

Ñònh lyù 1.1. Coù vaønh Z vôùi caùc pheùp toaùn coäng (kyù hieäu: + ), nhaân ( · ) vaø
aùnh xaï f : N −→ Z sao cho:

1. f vöøa laø ñôn caáu nöûa nhoùm coäng vöøa laø ñôn caáu nöûa nhoùm nhaân.

2. Caùc phaàn töû cuûa Z ñeàu coù daïng f(a) − f(b) vôùi a, b ∈ N.

Chöùng minh. Quan heä hai ngoâi � treân tích Descartes N × N xaùc ñònh bôûi:
(a, b)�(c, d) neáuu a + d = b + c laø quan heä töông ñöông.
Ta kyù hieäu taäp thöông N × N/� laø Z vaø goïi noù laø vaønh (?!) soá nguyeân. Nhö
vaäy, moãi soá nguyeân laø moät lôùp töông ñöông vaø neáu noù chöùa ñaïi dieän (m,n)
ta seõ taïm kyù hieäu noù laø (m,n).

Pheùp coäng vaø nhaân treân Z ñöôïc ñònh nghóa nhö sau:

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d).

(a, b) · (c, d) = (ac + bd, ad + bc).

Xem nhö baøi taäp, yeâu caàu ñoïc giaû töï kieåm tra tính ñuùng ñaén cuûa ñònh
nghóa caùc pheùp toaùn neâu treân vaø chöùng toû raèng (Z, +, ·) laø moät vaønh giao
hoaùn vôùi phaàn töû trung hoaø cuûa pheùp coäng vaø cuûa pheùp nhaân töông öùng laø
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4 1. SOÁ NGUYEÂN

0 = (0, 0) , 1 = (1, 0).

AÙnh xaï f : N −→ Z xaùc ñònh bôûi: f(n) = (n, 0).

1. Deã daøng thaáy raèng f laø ñôn aùnh vaø:

f(a + b) = (a + b, 0) = (a, 0) + (b, 0) = f(a) + f(b)

f(a · b) = (ab, 0) = (a, 0) · (b, 0) = f(a) · f(b)

2. Giaû söû x = (a, b) ∈ Z. Khi ñoù:

x = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) − (b, 0) = f(a) − f(b).

�

Nhaän xeùt:

1) Ta ñoàng nhaát moãi soá töï nhieân n vôùi aûnh f(n) ∈ Z; do ñoù N ⊂ Z.

2) Neáu a, b ∈ N, a > b thì soá nguyeân x = (a, b) = (a − b, 0) = f(a − b);
do coù söï ñoàng nhaát neân x chính laø soá töï nhieân n = a − b vaø ta goïi noù laø soá
nguyeân döông, ta vieát x = n.

Neáu a, b ∈ N, a < b thì soá nguyeân x = (a, b) = −(b − a, 0) = −f(b − a);
nhö vaäy x chính laø soá ñoái cuûa soá töï nhieân n = b−a vaø ta goïi noù laø soá nguyeân
aâm, ta vieát: x = −n.

Soá nguyeân x = (n, n) chính laø soá 0.

1.2 Caùc tính chaát cô baûn cuûa Z

Vaønh R ñöôïc goïi laø moät mieàn nguyeân neáuu vôùi moïi x, y ∈ R : x �= 0, y �= 0
keùo theo xy �= 0.

Ñònh lyù 1.2. Z laø mieàn nguyeân, ñeám ñöôïc, chöùa N nhö laø nöûa nhoùm con coäng
vaø nöûa nhoùm con nhaân. Moïi vaønh cöïc tieåu chöùa N nhö laø nöûa nhoùm con coäng
vaø nöûa nhoùm con nhaân ñeàu ñaúng caáu vaønh vôùi Z.
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Chöùng minh. Ta ñaõ bieát vaønh soá nguyeân Z goàm caùc soá töï nhieân n vaø caùc soá
ñoái −n; töø ñaây deã daøng suy ra raèng Z laø mieàn nguyeân, ñeám ñöôïc, cöïc tieåu
chöùa N nhö laø nöûa nhoùm con coäng vaø nöûa nhoùm con nhaân.

Giaû söû X laø moät vaønh cöïc tieåu coù aùnh xaï g : N −→ X vöøa laø ñôn caáu nöûa
nhoùm coäng vöøa laø ñôn caáu nöûa nhoùm nhaân. Vaäy thì X chæ goàm caùc phaàn töû
g(n) vaø −g(n), n ∈ N. Deã daøng thaáy raèng aùnh xaï ϕ : Z −→ X,+n �−→ +g(n)
laø moät ñaúng caáu vaønh. �

Vaønh giao hoaùn R cuøng vôùi moät quan heä thöù töï toaøn phaàn ≤ ñöôïc goïi laø
vaønh ñöôïc saép thöù töï neáuu vôùi moïi x, y ∈ R ñeàu thoûa :

1. ∀z ∈ R (x ≤ y ⇒ x + z ≤ y + z)

2. 0 ≤ x, 0 ≤ y ⇒ 0 ≤ xy

Treân Z ta ñöa ra quan heä 2-ngoâi ≤ nhö sau: x ≤ y neáuu y − x ∈ N. Deã thaáy
ñaây laø quan heä thöù töï treân Z vaø laø môû roäng cuûa quan heä thöù töï treân N.

Ñònh lyù 1.3. Z,≤ laø moät vaønh ñöôïc saép thöù töï Archimed.

Chöùng minh. Xem nhö baøi taäp cho ñoïc giaû �

Trò tuyeät ñoái cuûa soá nguyeân x, kyù hieäu laø |x|, ñöôïc ñònh nghóa:

|x| =
{ x neáu x ≥ 0

−x neáu x ≤ 0

Caùc tính chaát veà trò tuyeät ñoái xem nhö ñaõ roõ.

Ñònh lyù 1.4. Giaû söû M laø taäp khoâng roãng caùc soá nguyeân. Khi ñoù:

1. Neáu M bò chaën treân thì M chöùa soá lôùn nhaát.

2. Neáu M bò chaën döôùi thì M chöùa soá nhoû nhaát.

Chöùng minh. Chuùng toâi chæ chöùng minh cho tröôøng hôïp taäp M laø bò chaën
treân.

Ñaët A = M ∩ N. Neáu A �= ∅ phaàn töû lôùn nhaát b cuûa A seõ laø phaàn
töû lôùn nhaát cuûa M. Ngöôïc laïi, thì soá −b seõ laø phaàn lôùn nhaát cuûa M vôùi
b = min {−x : x ∈ M }.

Ñoïc giaû töï chöùng minh cho tröôøng hôïp taäp M bò chaën döôùi. �
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1.3 Pheùp chia trong Z

Chuùng ta noùi raèng soá nguyeân a chia heát cho soá nguyeân b �= 0, hay a laø boäi
cuûa b, kyù hieäu a

.
: b, neáuu coù soá nguyeân c ñeå a = bc. Trong tröôøng hôïp naøy

ta cuõng noùi laø b chia chia heát a, hay b laø öôùc (thöøa soá) cuøa a, kyù hieäu b | a.
Ngöôïc laïi, ta noùi raèng a khoâng chia heát cho b, hay b khoâng chia heát a, kyù
hieäu b � a.

Ví duï 1.3.1. 6 | 12 ; −5 | 20 ; 7 | − 49 ; −8 | − 16 ; 15 | 0 ; 8 � 12 ;
− 3 � 8 ; 4 � −9 ; −12 � −18.

�

Deã daøng chöùng minh ñöôïc ñònh lyù sau:

Ñònh lyù 1.5. Giaû söû a, b laø caùc soá nguyeân. Khi ñoù:

1. Neáu b | a vaø a > 0, b > 0 thì 1 ≤ b ≤ a.

2. Neáu b | a vaø c | b, thì c | a.

3. Neáu b | a vaø c �= 0 thì bc | ac.

4. Neáu c | a vaø c | b, thì c | (ma + nb) vôùi caùc soá nguyeân m,n baát kyø.

Ñònh lyù 1.6. Giaû söû a, b laø caùc soá nguyeân, b �= 0. Khi ñoù toàn taïi duy nhaát caùc
soá nguyeân q, r thoûa: a = bq + r vaø 0 ≤ r < |b|.
Chöùng minh. Taäp caùc soá nguyeân M = {bx : x ∈ Z ; bx ≤ a } laø khoâng roãng
vaø bò chaën treân, theo ñònh lyù 1.4, M coù soá lôùn nhaát laø bq. Ta coù bq ≤ a vaø
a < bq + |b|; suy ra 0 ≤ r = a − bq < |b|.

Giaû söû ta coù caùc bieåu dieãn: a = bq1 + r1 = bq2 + r2; 0 ≤ r1, r2 < |b|. Theá
thì: |b| · |q1 − q2| = |r1 − r2| < |b|; suy ra q1 = q2 vaø do ñoù r1 = r2. �

Khi a = bq + r, 0 ≤ r < |b| ta noùi q laø thöông vaø r phaàn dö cuûa pheùp chia a
cho b. Hieån nhieân b | a khi vaø chæ khi r = 0.

Ví duï 1.3.2. Pheùp chia 133 cho 21 coù thöông laø 6 vaø phaàn dö laø 7. Pheùp chia
−50 cho 8 coù thöông laø −7 vaø phaàn dö laø 6. Pheùp chia 50 cho −8 coù thöông
laø −6 vaø phaàn dö laø 2. Pheùp chia −133 cho −21 coù thöông laø 7 vaø phaàn dö
laø 14.
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�

Soá nguyeân 1 coù ñuùng moät öôùc döông. Moãi soá nguyeân lôùn hôn 1 ñeàu coù
ít nhaát hai öôùc döông vì noù chia heát cho 1 vaø chính noù.

Soá nguyeân lôùn hôn 1 maø noù coù ñuùng hai öôùc döông, ñöôïc goïi laø soá nguyeân
toá.

Soá nguyeân lôùn hôn 1 vaø khoâng laø soá nguyeân toá, ñöôïc goïi laø hôïp soá.

1.4 Bieåu dieãn soá nguyeân

Chuùng ta ñaõ quen vôùi vieäc bieåu dieãn caùc soá nguyeân trong heä ñeám thaäp phaân
(heä ñeám cô soá möôøi). Baây giôø chuùng ta seõ chæ ra raèng moãi soá nguyeân b > 1
ñeàu coù theå ñöôïc söû duïng laøm cô soá cho vieäc bieåu dieãn caùc soá nguyeân. Vaø
vì moãi soá nguyeân aâm laø soá ñoái cuûa soá nguyeân döông neân ñònh lyù sau ñaây laø
caên baûn.

Ñònh lyù 1.7. Giaû söû b > 1 laø moät soá nguyeân. Theá thì, moïi soá nguyeân döông n
ñeàu vieát ñöôïc moät caùch duy nhaát döôùi daïng

n = akb
k + ak−1b

k−1 + · · · + a1b + a0

trong ñoù k laø soá nguyeân khoâng aâm, caùc aj laø soá nguyeân vôùi 0 ≤ aj ≤ b− 1 vaø
heä soá ñaàu tieân ak �= 0.

Chöùng minh. Töø ñònh lyù 1.6 ta coù:

n = bq0 + a0, 0 ≤ a0 ≤ b − 1.

Neáu q0 �= 0, tieáp tuïc chia q0 cho b ta ñöôïc:

q0 = bq1 + a1, 0 ≤ a1 ≤ b − 1.

Tieáp tuïc quaù trình naøy ñeán luùc ñaït ñöôïc:

q1 = bq2 + a2, 0 ≤ a2 ≤ b − 1,

q2 = bq3 + a3, 0 ≤ a3 ≤ b − 1,

...
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qk−2 = bqk−1 + ak−1, 0 ≤ ak−1 ≤ b − 1,

qk−1 = b.0 + ak, 0 ≤ ak ≤ b − 1.

Deã daøng suy ra:

n = akb
k + ak−1b

k−1 + · · · + a1b + a0

vôùi ø 0 ≤ aj ≤ b − 1, ak = qk−1 �= 0.

Ta seõ chöùng minh tính duy nhaát cuûa bieåu dieãn baèng qui naïp theo soá
nguyeân döông n.

Tröôøng hôïp n = 1 ta chæ coù bieåu dieãn duy nhaát vôùi k = 0, vaø a0 = 1. Giaû
söû ta coù

n = akb
k +ak−1b

k−1 + · · ·+a1b+a0 = cmbm + cm−1b
m−1 + · · ·+ c1b+ c0. (∗)

Do ñònh lyù 1.6: phaàn dö cuûa pheùp chia n cho b laø duy nhaát, neân a0 = c0. Do
a0 = c0 neân töø (*) ta suy ra:

n1 = akb
k−1 + ak−1b

k−2 + · · · + a1 = cmbm−1 + cm−1b
m−2 + · · · + c1.

Deã chöùng toû ñöôïc raèng n1 < n, vaäy theo giaû thieát qui naïp ta coù: m = k vaø
a1 = c1, · · · , ak = ck. �

Heä quaû 1.7.1. Moïi soá nguyeân döông ñeàu laø toång caùc luõy thöøa khaùc nhau cuûa 2.

Chöùng minh. Theo ñònh lyù 1.7 vôùi b = 2, ta coù

n = ak2
k + ak−12

k−1 + · · · + a12 + a0,

vôùi k laø soá töï nhieân, caùc aj baèng 0 hoaëc 1, ak �= 0. �

Nhaän xeùt:

1) Soá nguyeân döông n = akb
k + ak−1b

k−1 + · · · + a1b + a0 trong ñònh lyù
1.7 thöôøng ñöôïc vieát laø (akak−1 · · · a1a0)b.

2) Vieäc ñoåi soá nguyeân döông (akak−1 · · · a1a0)q trong heä ñeám cô soá q
sang cô soá b ñöôïc thöïc hieän hoaøn toaøn töông töï nhö thuaät toaùn tìm bieåu dieãn
cuûa soá nguyeân döông trong ñònh lyù 1.7 chæ löu yù laø khi chia cho b (trong heä
q−phaân) thì b ñaõ ñöôïc vieát trong heä q−phaân, sau ñoù caùc soá dö phaûi ñöôïc ñoåi
sang heä b−phaân ñeå bieåu dieãn soá trong heä b−phaân.
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Ví duï 1.4.1. Chuùng ta caàn ñoåi soá thaäp phaân 610 sang heä nhò phaân. Vì trong
heä thaäp phaân nhò vaãn ñöôïc vieát laø 2 neân ta thöïc hieän lieân tieáp caùc pheùp chia
cho 2 trong heä thaäp phaân:

106 = 2 · 53 + 0,
53 = 2 · 26 + 1,
26 = 2 · 13 + 0,
13 = 2 · 6 + 1,
6 = 2 · 3 + 0,
3 = 2 · 1 + 1,
1 = 2 · 0 + 1.

Thuaät chia döøng vì thöông ñaõ baèng 0. Caùc soá dö vieát trong heä nhò phaân töông
öùng laø: c0 = 0, c1 = 1, c2 = 0, c3 = 1, c4 = 0, c5 = 1, c6 = 1; vaäy soá ñaõ
cho coù bieåu dieãn trong heä nhò phaân laø 1101010.

�

Ví duï 1.4.2. Chuùng ta caàn ñoåi soá thaäp phaân 2003 sang heä thaäp luïc phaân. Vì
soá thaäp luïc trong heä thaäp phaân ñöôïc vieát laø 16 neân ta thöïc hieän lieân tieáp caùc
pheùp chia cho 16 trong heä thaäp phaân:

2003 = 16 · 125 + 3,

125 = 16 · 7 + 13,

7 = 16 · 0 + 7.

Thuaät chia döøng vì thöông ñaõ baèng 0. Caùc soá dö vieát trong heä thaäp luïc
phaân töông öùng laø: c0 = 3, c1 = D, c2 = 7; vaäy soá ñaõ cho coù bieåu dieãn trong
heä thaäp luïc phaân laø 7D3.

�
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