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Lêi nãi ®Çu

Lý thuyÕt biÓu diÔn nhãm cã nguån gèc tõ lý thuyÕt ®Æc tr­ng cña

nhãm abel ®­îc ph¸t biÓu cho c¸c nhãm cyclic bëi Gauss, Dirichlet vµ sau

®ã më réng sang cho nhãm abel h÷u h¹n bëi Frobenius vµ Stickelberger. Lý

thuyÕt biÓu diÔn cña nhãm h÷u h¹n ®­îc ph¸t biÓu vµo cuèi thÕ kû XIX trong

c¸c c«ng tr×nh cña Frobenius, Schur vµ Burnside.

Nãi mét c¸ch ®¬n gi¶n, lý thuyÕt biÓu diÔn nhãm nghiªn cøu c¸c c¸ch

mµ mét nhãm t¸c ®éng trªn kh«ng gian vÐct¬ b»ng c¸c tù ®¼ng cÊu tuyÕn

tÝnh. Lý thuyÕt biÓu diÔn nhãm kh«ng chØ lµ mét phÇn quan träng trong ®¹i

sè hiÖn ®¹i mµ cßn cã nhiÒu øng dông quan träng trong lý thuyÕt sè, tæ hîp

vµ c¶ vËt lý.

Môc ®Ých cña luËn v¨n lµ ®äc hiÓu vµ tr×nh bµy l¹i mét sè kiÕn thøc c¬

b¶n trong lý thuyÕt biÓu diÔn nhãm h÷u h¹n vµ tr×nh bµy chøng minh cña

B.Zagier c«ng thøc Frobenius.

Bè côc cña luËn v¨n cña chóng t«i gåm ba ch­¬ng:

Ch­¬ng 1 Mét sè vÝ dô vÒ nhãm vµ t¸c ®éng nhãm. Trong ch­¬ng nµy

chóng t«i nh¾c l¹i mét sè kh¸i niÖm c¬ b¶n nh­: Nhãm ma trËn, t¸c ®éng

nhãm, nhãm ®èi xøng. Nh÷ng kiÕn thøc nµy sÏ ®­îc sö dông trong phÇn cßn

l¹i cña luËn v¨n.

Ch­¬ng 2 C¸c kh¸i niÖm ®¹i sè c¬ së cña phÐp biÓu diÔn nhãm. Trong

ch­¬ng nµy chóng t«i tr×nh bµy c¸c kh¸i niÖm vµ mét sè vÝ dô ®¬n gi¶n ®Ó

minh ho¹ cho c¸c kh¸i niÖm cña phÐp biÓu diÔn nhãm.

Ch­¬ng 3 BiÓu diÔn cña nhãm h÷u h¹n vµ c«ng thøc Frobenius. §©y lµ

ch­¬ng chÝnh cña luËn v¨n. Trong ch­¬ng nµy chóng t«i tr×nh bµy l¹i mét

sè kÕt qu¶ c¬ b¶n cña lý thuyÕt biÓu diÔn cña nhãm h÷u h¹n vµ ®Æc biÖt lµ

chóng t«i d· tr×nh bµy l¹i mét chøng minh cña c«ng thøc Frobenius th«ng

qua lý thuyÕt biÓu diÔn nhãm.

Qua ®©y, t¸c gi¶ còng xin ®­îc bµy tá lßng biÕt ¬n s©u x¾c tíi ng­êi thÇy,

ng­êi h­íng dÉn khoa häc cña m×nh, TS. Vò ThÕ Kh«i, nhê sù h­íng dÉn
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chØ b¶o tËn t×nh vµ nghiªm kh¾c cña thÇy mµ luËn v¨n ®· ®­îc hoµn thµnh

mét c¸ch khoa häc vµ ®óng tiÕn ®é. Xin ch©n thµnh c¶m ¬n c¸c thÇy c« c«ng

t¸c t¹i ViÖn To¸n, t¹i c¸c tr­êng §¹i häc thuéc §¹i häc Th¸i Nguyªn ®· trùc

tiÕp gi¶ng d¹y vµ quan t©m. Xin c¶m ¬n anh Ph¹m Hång Nam, gi¶ng viªn

khoa To¸n - Tin tr­êng §¹i häc Khoa häc Th¸i Nguyªn, c¶m ¬n b¹n bÌ ®ång

nghiÖp vµ gia ®×nh ®· ®éng viªn, gióp ®ì t¸c gi¶ trong suèt thêi gian häc tËp

vµ nghiªn cøu.

Th¸i Nguyªn, th¸ng 09 n¨m 2009

Häc Viªn

TrÇn Danh Tuyªn
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Ch­¬ng 1

Mét sè vÝ dô vÒ nhãm vµ t¸c ®éng nhãm

Ta nh¾c l¹i mét sè kiÕn thøc cÇn dïng trong luËn v¨n.

1.1 Nhãm ma trËn

Cho C lµ tr­êng sè phøc, kÝ hiÖu Mm,n(C) lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c ma trËn

cÊp m× n trªn C. Mm,n(C) lËp nªn mét C-kh«ng gian vÐc t¬ m× n chiÒu,

trong tr­êng hîp m = n th× ta kÝ hiÖu Mn(C) thay cho Mn,n(C). Ta x¸c

®Þnh ®­îc mét nhãm tuyÕn tÝnh:

GL(n,C) := {A ∈Mn(C), detA 6= 0}.

Ta x¸c ®Þnh nhãm tuyÕn tÝnh ®Æc biÖt,

SL(n,C) := {A ∈Mn(C); detA = 1}.

Ta còng x¸c ®Þnh nhãm trùc giao:

O(n) := {A ∈Mn(R); tAA = En},

vµ cho n = p+ q, th× ta cã:

O(p, q) := {A ∈Mn(R); tADp,qA = Dp,q},

trong ®ã Dp,q lµ c¸c ma trËn ®­êng chÐo mµ aii = 1, ∀i = 1, p vµ c¸c

aii = −1,∀i = p+ 1, n. Vµ x¸c ®Þnh nhãm unita:

U(n) := {A ∈Mn(C); tAA = En}

4
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lµ nhãm kh¶ nghÞch.

Cho n = p+ q th× c¸c nhãm

U(p, q) := {A ∈Mn(R); tADp,qA = Dp,q}.

Tõ nhãm O(n) ta x¸c ®Þnh ®­îc nhãm con SO(n) cña nhãm O(n) nh­

sau:

SO(n) := {A ∈ O(n); detA = 1}.

A(n) := {D(a1, ..., an); a1, ..., an ∈ C∗} lµ ma trËn ®­êng chÐo víi c¸c

phÇn tö a1, ..., an n»m trªn ®­êng chÐo.

1.2 T¸c ®éng nhãm

Trong phÇn nµy lu«n cho G lµ mét nhãm, phÇn tö ®¬n vÞ lµ e vµ χ lµ mét

tËp.

§Þnh nghÜa 1.2.1. G ®­îc gäi lµ t¸c ®éng tr¸i trªn χ nÕu tån t¹i ¸nh x¹

G× χ→ χ

(g, x) 7→ g · x

tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau:

i) g · (g′ · x) = (gg′) · x
ii) e · x = x

víi mäi g, g′ ∈ G, x ∈ χ.

Chó ý: §Æt Autχ lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c song ¸nh tõ χ vµo χ th× tõ ®Þnh

nghÜa ta ®­îc ®ång cÊu nhãm

ϕ :G→ Autχ

g 7→ g · x

• Trong tr­êng hîp G t¸c ®éng tr¸i trªn χ ta còng gäi χ lµ G−tËp tr¸i.

• T¸c ®éng nhãm ®­îc gäi lµ b¾c cÇu nÕu mäi cÆp x, x′ ∈ χ th× tån t¹i g ∈ G
sao cho x′ = g · x
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• Víi mäi x0 ∈ χ ta x¸c ®Þnh ®­îc tËp con G · x0 cña χ:

G · x0 := {g · x0; g ∈ G},

G · x0 ®­îc gäi lµ G quü ®¹o(chøa x0).

• Víi mäi x0 ∈ χ ta x¸c ®Þnh ®­îc nhãm con cña χ

Gx0
:= {g ∈ G, g · x0 = x0}

vµ ®­îc gäi lµ nhãm ®¼ng h­íng hay nhãm æn ®Þnh cña x0.

VÝ dô 1.2.2. Cho G = GL(n,C) vµ χ ⊆ Cn, ta x¸c ®Þnh ®­îc mét t¸c ®éng

tr¸i trªn χ bëi ¸nh x¹:

G× χ→ χ

(A, x) 7→ A · x
víi mäi x ∈ Cn.

§Þnh nghÜa 1.2.3. Mét tËp χ ®­îc gäi lµ kh«ng gian thuÇn nhÊt nÕu cã mét

nhãm G t¸c ®éng b¾c cÇu trªn χ.

§Þnh nghÜa 1.2.4. Víi mäiG−tËp, ta x¸c ®Þnh χ/G hay χG lµ tËp c¸cG−quü
®¹o trong χ vµ χG lµ tËp c¸c ®iÓm bÊt ®éng cña G, nghÜa lµ tËp c¸c phÇn tö

x ∈ χ sao cho g · x = x víi mäi g ∈ G.

Chó ý: NÕu χ cã cÊu tróc ®¹i sè, vÝ dô nÕu χ lµ kh«ng gian vÐc t¬ th×

trong tr­êng hîp nµy ¸nh x¹:

λ :G→ χ

x 7→ g · x

lµ tuyÕn tÝnh víi mçi g ∈ G.

§Þnh nghÜa 1.2.5. Cho χ vµ χ′ lµ c¸c G−tËp tr¸i vµ f : χ→ χ′ lµ mét ¸nh

x¹. ¸nh x¹ f ®­îc gäi lµ ®¼ng biÕn hay G−®ång cÊu nÕu víi mäi g ∈ G vµ

x ∈ χ, ta cã :

g · f(x) = f(g · x).
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Cho H lµ mét nhãm con cña G, ta ®Þnh nghÜa nhãm con cña G trong H

lµ

NG(H) := {g ∈ G; gHg−1 = H}.

Râ rµng NG(H) lµ nhãm con chuÈn t¾c tèi ®¹i cña G trong H vµ nhãm

Aut(G/H) lµ ®¼ng cÊu víi NG(H)/H . Ta còng x¸c ®Þnh ®­îc nhãm con

chuÈn t¾c CG(H) := {g ∈ G; ghg−1 = h,∀h ∈ H}, ®­îc gäi lµ nhãm t©m

ho¸ cña H trong G.

Trong tr­êng hîp ®Æc biÖt H = G nhãm t©m ho¸ x¸c ®Þnh bëi:

CG(G) = {g ∈ G; gh = hg,∀h ∈ H} =: C(G).

Hoµn toµn t­¬ng tù nh­ vËy ta còng cã nhãm t¸c ®éng ph¶i cña mét nhãm

G trªn tËp χ:

§Þnh nghÜa 1.2.6. G ®­îc gäi lµ t¸c ®éng ph¶i trªn χ nÕu tån t¹i ¸nh x¹

G× χ→ χ

(g, x) 7→ x · g

tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau:

i) (x · g) · g′ = x · (gg′)
ii) x · e = x, ∀x ∈ χ, g, g′ ∈ G.

Chó ý: Ta cã thÓ ®­a nhãm t¸c ®éng ph¶i vÒ t¸c ®éng tr¸i vµ ng­îc l¹i

nhê ph¶n ®¼ng cÊu:

G→ G

g 7→ g−1

Do ®ã cho χ lµ G−tËp ph¶i th× ®­îc t¸c ®éng tr¸i cho bëi:

g · x := x · g−1.
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1.3 Nhãm ®èi xøng

§Þnh nghÜa 1.3.1. Nhãm ®èi xøng Sn lµ nhãm cña c¸c ho¸n vÞ, nghÜa lµ

nhãm t¹o bëi c¸c song ¸nh cña n phÇn tö.

Râ rµng Autχ lµ nhãm song ¸nh tõ tËp χ vµo chÝnh tËp χ, chän χn :=

{1, 2, ..., n} th× Sn = Autχn.

Chó ý:

• Sè phÇn tö cña nhãm Sn lµ #Sn = n!

• Mçi phÇn tö σ ∈ Sn ®Òu cã thÓ viÕt d­íi d¹ng tÝch cña c¸c chuyÓn vÞ,

nghÜa lµ ho¸n vÞ ë ®ã chØ cã hai phÇn tö chuyÓn chç cho nhau.

• Cho σ ∈ Sn, ta x¸c ®Þnh hµm dÊu cña σ bëi:

Sign(σ) := ε(σ) :=
∏

1≤i<j≤n

σ(i)− σ(j)

i− j
.

• Râ rµng ¸nh x¹

ε :Sn → {−1, 1}

σ 7→ ε(σ)

lµ ®ång cÊu nhãm. Trong ®ã {−1, 1} lµ nhãm con cña nhãm nh©n R∗ =

R \ {0}. Kerε lµ nhãm con chuÈn t¾c vµ ®­îc gäi lµ nhãm lu©n phiªn.

• Mét nhãm ho¸n vÞ lu«n ph©n tÝch ®­îc thµnh tÝch cña c¸c xÝch nghÜa lµ

mét ho¸n vÞ (i1, ..., ir) víi ij 7→ ij+1 víi j < r vµ ir 7→ i1 nÕu r > 1 vµ lµ

®ång nhÊt nÕu r = 1.

• Mçi mét ho¸n vÞ cã mét ph©n tÝch duy nhÊt thµnh mét tÝch c¸c xÝch rêi

nhau.

§Þnh nghÜa 1.3.2. Mét ph©n ho¹ch cña n lµ mét d·y (n1, ..., nr) lµ c¸c sè tù

nhiªn ni ∈ N víi ni ≥ nj nÕu i < j vµ
∑
ni = n.

§Þnh lý 1.3.3 ([4] §Þnh lý 0.1 ). Sè líp liªn hîp cña Sn b»ng sè p(n) c¸c

ph©n ho¹ch cña n.
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VÝ dô 1.3.4. Cho n = 3 v×

3 = 1 + 1 + 1

3 = 2 + 1

3 = 3

nªn n = 3 cã ph©n ho¹ch lµ (1, 1, 1); (2, 1); (3). Suy ra S3 cã ba líp liªn

hîp lµ:

C1 = {id}
C2 = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}
C3 = {(1, 2, 3), (1, 3, 2)}.
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