DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG PAI HQC SU PHAM

TRUONG THUY NGA

TINH CHINH QUI CUA NGHIEM
CUA PHUONG TRINH MONGE-AMPERE PHUC
TRONG MIEN LOI

Chuyén nganh: GIAI TiICH
M s6: 60.46.01

LUAN VAN THAC SI TOAN HQC

Ngwoi hwong din khoa hoc: PGS.TS. Pham Hién Bang

THAI NGUYEN - 2012

86 héa boi Trung tam Hoc liéu — Pai hoc Thai Nguyén http://www.Irc-tnu.edu.vn



MUC LUC

Y (0 2 57N 0T 1

Chuwong 1. CAC KIEN THUC CHUAN BI........ccooovvvveiieeeeeseseeenenen, 4
1.1. HAM da G180 DOA dUGH.......eveeeeeeeeeeeeeeeeeieeessses st 4
1.2. Ham da diéu hoa dudi CUC Q@i ..o.vveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 11
1.3. Toan tir Monge-Ampere PhUC ......ccvvviiiieiiiiii i 16

Chwong 2. TINH CHINH QUY CUA NGHIEM CUA PHUONG

TRINH MONGE-AMPERE PHUC TRONG MIEN LOL........................ 27
2.1. Tinh chinh qui cia nghiém ciia bai toan Dirichlet trong mién siéu 16i...... 29
2.2.C " - udc luong trong mMidn 101 .......ovevreeeireireereeeeseeeeeessessssesses s, 32

2.3. C** - uéc lugng va tinh chinh quy dia phuong cta toan tir
MONQE- AMPETE. ...ttt ettt e s e s eereesreesree e 35
2.4. Tinh chinh quy cta nghiém cta phuwong trinh Monge-Ampere
PhUC trONG MIGN 101 ....cvovvveevevceeeeeee e 41

2.5. Tinh chinh quy cta nghiém cta phuong trinh Monge-Ampere

phitc trong da dia..........ccoooiiiiie 44
KET LUAN ....ooiiiiiicceeeee ettt es st sses sttt sssnsansasen st sanenes 50
TAT LIEU THAM KHAO ..........cooviviiiieeeeeeeeeeee s 51

86 héa boi Trung tam Hoc liéu — Pai hoc TF http://www.Irc-tnu.edu.vn



MO PAU

1. Ly do chon dé tai

Bai toan Dirichlet cho cac toan tr Monge-Ampere phuc thuong duoce xét
trén nhitg mién tron, gia 16i chat trong £". D6i voi nhimng toan tir ndy, su ton
tai cua cac nghiém lién tuc yéu da dugc Bedford va Taylor ching minh nam
1976, sy ton tai ctia cac nghiém tron d3 duoc chimg minh bai L. Caffarelli,
J. J. Kohn, L. Nirenberg, va J. Spruck nam 1985; va N. V Krylov nam 1994.
Tuy nhién, & day khong gia thiét gi vé tinh chinh quy ctia bién.

Theo huéng nghién ctru trén chung toi chon dé tai: “Tinh chinh quy ciia
nghiém ciia phwong trinh Monge-Ampére phirc trong mién 16i”. Cu thé 1a ddi
v6i cac C? - ham da diéu hoa dudi tron, xét phuong trinh Monge-Ampére

phuc det(u.)=vy, odayu = Tu/ z9z,i,j=L..n (¥

Van dé dit ra & day la chi ra su tdon tai C* - nghi¢m da diéu hoa dudi

U cua phuong trinh (*) trong W vo6i Iémwu (z) = 0, trong 6 W 13 mot mién 16i,

bichintrong £",y laC* - hamtrong Wsaochoy > 0 va ‘Dy”n

bi chan.

Trong truong hop da dia, ching ta s€ chi ra su tdn tai cua C* -
nghiém da diéu hoa duéi trong P cua phwong trinh (*) sao cho

Ii@gnu(z) = f(z) v6iz1 P, trongdé R lamtdadiatrong £" y laC" -

ham trong P sao cho y > 0 va \Dzy”“ bichanva f 1aC™ - ham trén bién

9P sao cho f 1a diéu hoa dui trén mdi dia giai tich duoc nhing trong P .
Pé tai co tinh thoi sy, da va dang duoc nhiéu nha toan hoc trong va

ngoai nudc quan tam nghién ctru.
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2. Muc dich va nhiém vu nghién ciru
2.1. Muc dich nghién ciru

Muc dich chinh cua luan van 1a trinh bay mot s6 két qua trong viéc
nghién ctru tinh chinh quy ctia nghiém ctia phuong trinh Monge-Ampeére phire
trong mién 16i.
2.2. Nhiém vu nghién cvuu

Luan van tip trung vao cac nhi€ém vu chinh sau day:

- Trinh bay tong quan va hé thong cac két qua vé cac tinh chat cia ham
da diéu hoa dudi, ham da diéu hoa dudi cyc tri, toan tor Monge-Ampére.

- Trinh bay mét sb két qua vé tinh chinh quy cua nghiém cta phuong
trinh Monge-Ampére phtic trong mién 16i.
3. Phuong phap nghién ciru

- Str dung cac phuong phap cua giai tich phtic két hop véi cac phuong
phap cia giai tich ham hién dai, cac phuong phap cua 1y thuyét thé vi phic.

- K& thira phwong phap va két qua ctia Zbigniew Blocki.
4. B6 cuc ciia luin vin

Noi dung luan vin gom 52 trang, trong d6 c6 phan mé dau, hai chuong
ndi dung, phﬁn két luan va danh muc tai liéu tham khao.

Chuong 1: Trinh bay tong quan va hé thdng cac két qua vé cac tinh
chat ciia ham da diéu hoa duéi, ham da dicu hoa duéi cuc dai, toan tir
Monge-Ampeére.

Chuong 2: La nodi dung chinh cta luan van, trinh bay cac két qua
nghién ctru vé tinh chinh quy cta nghiém cua phuong trinh Monge-Ampére
trong mién 16i.

Cudi cung 1a phan két luan trinh bay tom tat két qua dat duoc.
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Ban luan van dugc hoan thanh tai Truong Pai hoc Su pham - Dai hoc
Thai Nguyén dudi su hudng din tin tinh cia PGS.TS Pham Hién Bing.
Nhén dip nay toi xin bay to 1ong biét on Thay vé sy huéng dan hiéu qua
cung nhirng kinh nghiém trong quéa trinh hoc tap, nghién ctru va hoan thanh

luan van.

Xin chan thanh cam on Ban chu nhiém Khoa Sau Pai hoc, Ban chu
nhiém Khoa Toan, cac thﬁy cO gido Truong Pai hoc Su pham - Pai hoc Thai
Nguyén, Vién Toan hoc va Truong Pai hoc Su pham Ha Noi da giang day va
tao diéu kién thuan loi cho toi trong qua trinh hoc tap va nghién ctru khoa hoc.

Xin chan thanh cam on Truong Pai hoc Su pham - Pai hoc Thai Nguyén,
S¢ Gido dyc va Pao tao Lang Son, Truong THPT Cao Ldc - Lang Son cung
cac dong nghiép da tao diéu kién giup dd toi vé moi mit trong qua trinh hoc tap
va hoan thanh ban luan van nay.

Ban ludn vin chac chan s& khong tranh khoi nhitng khiém khuyét vi
vy rat mong nhan duoc sy dong goép v kién cua cac thiy co gido va cac ban
hoc vién dé luan van nay dugc hoan chinh hon.

Cudi cung xin cam on gia dinh va ban be da dong vién, khich 1¢ toi
trong thoi gian hoc tap, nghién ctru va hoan thanh luén van.

Thai Nguyén, thang 4 nam 2012

Tac gia
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Chuong 1
CAC KIEN THUC CHUAN BI

1.1. Ham da diéu hoa duéi

1.1.1. Dinh nghia. Cho W la mgt tdp con mé ciia £" V& u:W® § ¥ ¥ )
la mot ham nira lién tuc trén va khong tring véi - ¥ trén bat ky thanh phan
lién théng nao cia W. Ham u duwoc goi la da diéu hoa dwéi néu véi moi
al Wvabl £",ham| a u(@a+ Ib) la diéu hoa dudi hodc tring - ¥ trén
mai thanh phan ciia tdp hop {I [ £:a+1Ibl V\} Trong truong hop nay, ta

viet ul PSH(W. (¢ ddy PSH(W [a I6p ham da diéu hoa dudi trong W).

1.1.2. Pinh ly. Chou : W® g ¥ ¥ ) la moét ham nika lién tuc trén va khong
tring - ¥ wén bat ky thanh phan lién théng cia W1 £". Khi do
ul PSH(W khiva chi khi véiméial W va bl £" sao cho
frib:iee1h w,

ta co u@) £ l(u;a,b),

17 -
trong do I(u;a,b) = >0 ou@+ e"byt .

P
Ngodi ra, tinh da diéu hod duwéi la mét tinh chdt dia phirong.
Chitng minh. Phan thtr nhét suy ra truc tiép tir dinh nghia ctia ham da diéu hoa
duoi vi I(u;a,b) = L(v;0,1), trong d6 v(l ) = u(@@ + I b).
Phén thtr hai 13 hién nhién, vi tinh diéu hoa duéi 1a tinh chat dia phuong.

Mot s6 tinh chét quan trong ciia ham da diéu hoa duéi co thé duoc suy
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ra tir két qua tiép theo. Tuong tu nhu trudng hop ctua ham diéu hoa dudi, ta

20i n6 14 Dinh 1y xdp xi chinh cho ham da diéu hoa duedi.
1.1.3. Pinh ly. Cho W la mét tdp con mé cia £" va ul PSH(W. Néu
e>0saocho W' &, thiu*l_1 C¥ CPSH(W). Hon nita, u*1_ don
diéu giam khi e giam, va |i®rTgu *1 () = u(z) voi moiz 1 W.
e

Phép chimg minh gidng nhu chimg minh cta Pinh 1y x4p xi chinh cho céc
ham diéu hoa dudi. Trudc tién ta can B6 dé sau:
1.1.4. B6 dé. Cho WI £" la mot tdp mé va ul L (W. Gid sir al W,
bi £" vafa+1b:1 1 £]l|e 1} W.Knido

(I(u;.,.b)*c )@) = I(u*c_ab). (1.1)

Chitng minh. Vé trai caa (1.1) bang

&Xq 2 _ o
(‘)g—(‘) u@ +e'b- wydtc, (wydl (w).
£n 2p 0 o

va do DPinh 1y Fubini, né bang vé phai cua (1.1).

Bay gio chung ta c6 thé chimg minh dinh ly.

Chitng minh. Do [9], Ménh dé 2.5.2 (i), u *| . [ct (W).Dinh ly 1.1.2 két
hop voi Bb dé trén, suy ra u *| . IpP SH(W) . Str dung 1ap luan d6 nhu trong

[9], B6 dé 2.5.3, ddi vi mdi bién riéng, ta co thé chimg minh (bang quy nap

theo j ) udc luong sau :

* 3 \
u *| .. O |(Wl,....,WJ._1,Wj+1,...,Wn)d| (Wl,...,Wj_1,Wj+1,....,Wn),
Cn-l
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trong do I(Wl,....,wj_1,Wj+1,...,wn) =

ouz, +ew,... Iyt e W,z tew, ..,z ew )c(wydl (WJ.),

voi0f e, <e va z=(z,...,2)1 W .Turdétaco
el

W*1,)@° U*1,)@* u@).

Phén con lai ctia chimg minh ciing nhu trong [9], Pinh 1y 2.5.5.

Bay gid chung ta s& néu vai hé qua ctia dinh 1y x4p xi chinh.

1.1.5. H¢ qua. Cho Wva WE la nhitng tdp mo trong £" va £%, twong ing.
Néuul PSH(W va f : W® W la mét anh xa chinh hinh, thi uof la da

diéu hoa dudi trong WE.
1.1.6. Hé qua. Néu W la mét tdp con mé trong £, thi
PHWI PSH(WI SHWI L _(W.

1.1.7. H¢ qua. Cho W la mét tdap con mo trong £",va u:W® | la mot
ham sé6. Khi d6 u1 PH(W khi va chi khi u va - u la da diéu hoa dudi
trong W.

Vi ham da diéu hoa dudi 1a diéu hoa dudi nén ta co thé phat biéu vai tinh
chat khac:
1.1.8. Hé qua. Néu u,v I PSH(W va u = Vv hdu khap noi trong W, thi

u°® v.

1.1.9. H¢ qua. Ham da diéu hoa dwéi thod mén nguyén Iy cuc tri trong mién
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bi chan, tirc la néu W la mot tap con mo lién théng bi chan cua £" va

ul PSH(W, thi hodc u la hang hodc véi moi z 1 W,

u(z) < suplimsupuf(y).

wi gwy®w

1.1.10. Pinh nghia. Tdp hop E 1 £" dwoc goi la da cwc néu véi méi diém

al E déu cé6 mot lan can N cia a va mét ham u 1 PSH{ ) sao cho
ECVI {ziV :u(z)=-¥}.
1.1.11. H¢ qua. Cdc tap da cuc co do do (Lebesgue) khong.

Tinh da diéu hoa duéi c6 thé dugc dic trung dudi dang dao ham suy rong.

1.1.12. Pinh ly. Neu Wi £" la mé va ul PSH(W, thi véi méi

n 2 —
b= (bl,...,bn)i £", 3 1u bb * 0 trong W, theo nghia cia dao ham
j,k:lﬂzjﬂZk

suy rong, tuc la

S U@L @)bbidl (z)* 0,

vé6i ham khong am j 1 Cé‘ (W thy Y. Ngwoc lai, néu v 1 Llloc(VW sao cho voi

n 2 _
moi 21 W, moi b=(bo,..b)1 £, § —1_bb*> 0 trong W (1.2)
j,k:lﬂzjﬂZk

theo nghia phédn bo, thi ham u = Ii®rrg(v *C.) duoc xdc dinh tot, da diéu hod
e

dudi trong W, va bang v hau khdp noi trong .

Chitng minh. Cho u1 PSH(W va u_=u*c_ véi e> 0. Ldy mdt ham

khong &m j I C) (W va mot véc to b= (b,....b ) I £". Dinh Iy hoi tu troi
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Lebesgue két hop véi tich phan timg phan va Dinh 1y x4p xi chinh suy ra

QU@L @bb)dl (2)= lim & u,()(Lj @bb) dl (2)
= lim yéLu,(2)b,bij 2)dl (2)=0.

Phan dau tién cua dinh 1y dugc ching minh.

GiastvI Ly (W va(l.2) duogc thod man. Patv, = v*c_véie> 0.
Khi do Dv * 0 trong W, theo y nghia suy rong. Do [9], Dinh 1y 2.5.8, tdn tai
duy nhat ham diéu hoa dudi u trén W trang v6i v hau khip noi va

u= Ii®ng v_. Dinh ly Fubini va (1.2) suy ra
o (Lv,@bb)j @)dl@)=0,
w

voi moi bi £", j T C¥(W), j * 0. Boi vay <Lve(z)b,b>3 0, v6i moi
zI W, bl £",vadodov, T PSH(W).Khiv, <v, néu e < e, thi ham
gidi han u 14 da diéu hoa dudi.

1.1.13. Hé qua. Cho W la mét tdp con mo trong £". Mét ham u 1 C*(W 1a
da diéu hoa trong W néu va chi néu u oT la diéu hoa trong T~ YW véi méi
ding cau £ - tuyén tinh T 1 £" ® £".

1.1.14. Pinh ly. Cho W la m¢t tdp con mo trong £" . Khi do

(i) Ho PSH(W Ila nén 16i, tirc la néu a,b la cic so6 khéng dm va

uvi PSH(W,thi au+ bvi PSH(W.

(i) Néu W 1a lien thong va {uj}h¥i PSH(W Ia day giam, thi

ji
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