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Lêi c¶m ¬n

Sau h¬n nöa n¨m nghiªn cøu miÖt mµi, luËn v¨n th¹c sÜ cña t«i víi ®Ò

tµi nghiªn cøu “¦́ng dông cña lý thuyÕt nhãm trong mét sè bµi to¸n s¬

cÊp” ®G ®−îc hoµn thµnh. Nh÷ng kÕt qña ban ®Çu mµ t«i thu ®−îc ®ã lµ

nhê sù h−íng dÉn tËn t×nh vµ nghiªm kh¾c cña c« gi¸o PGS. TS Lª ThÞ

Thanh Nhµn. T«i xin ®−îc bµy tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c ®èi víi C«.

T«i xin ch©n thµnh c¶m ¬n Ban Gi¸m hiÖu, phßng §µo t¹o vµ Khoa

To¸n-Tin cña Tr−êng §¹i häc Khoa häc - §¹i häc Th¸i Nguyªn ®G t¹o

mäi ®iÒu kiÖn thuËn lîi cho t«i hoµn thµnh ®Ò tµi nµy trong thêi gian qua.

§éi ngò c¸n bé thuéc phßng §µo t¹o vµ Khoa To¸n - Tin ®G hÕt lßng

ñng hé, gióp ®ì líp cao häc Khãa I chóng t«i víi mét th¸i ®é nhiÖt t×nh,

th©n thiÖn nhÊt. §iÒu nµy sÏ mGi lµ Ên t−îng rÊt tèt ®Ñp trong lßng mçi

chóng t«i ®èi víi nhµ Tr−êng.

T«i còng rÊt tù hµo r»ng trong qu¸ tr×nh häc tËp ®G ®−îc Tr−êng §¹i

häc Khoa häc - §¹i häc Th¸i Nguyªn bè trÝ nh÷ng nhµ to¸n häc hµng

®Çu ViÖt nam vÒ lÜnh vùc Ph−¬ng ph¸p to¸n s¬ cÊp gi¶ng d¹y cho chóng

t«i nh− GS Hµ Huy Kho¸i, GS NguyÔn Minh Hµ, GS Phan Huy Kh¶i...

Vµ còng lµ lêi c¶m ¬n ch©n thµnh cña t«i tíi b¹n bÌ, nh÷ng ng−êi

th©n ®G lu«n ®éng viªn, cæ vò t«i trong suèt qóa tr×nh nghiªn cøu.
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Lêi nãi ®Çu

LÝ thuyÕt nhãm lµ mét trong nh÷ng lÜnh vùc nghiªn cøu quan träng

cña §¹i sè hiÖn ®¹i. LÝ thuyÕt nµy cã nh÷ng øng dông s©u s¾c trong

nhiÒu h−íng kh¸c nhau cña to¸n häc, vËt lÝ... §Æc biÖt, mét sè kÜ thuËt

trong lÝ thuyÕt nhãm ®G ®−îc sö dông ®Ó mang l¹i nh÷ng kÕt qu¶ ®Ñp

cña to¸n s¬ cÊp. Ch¼ng h¹n, tÝnh gi¶i ®−îc cña c¸c ®a thøc ®G ®−îc gi¶i

quyÕt trän vÑn bëi E. Galois th«ng qua viÖc sö dông c¸c kiÕn thøc cña lÝ

thuyÕt nhãm phèi hîp mét c¸ch tµi t×nh víi lÝ thuyÕt tr−êng vµ ®a thøc.

Trong luËn v¨n nµy, chóng t«i khai th¸c mét sè øng dông cña lÝ thuyÕt

nhãm vµo to¸n s¬ cÊp ë 2 lÜnh vùc: Sè häc vµ Tæ hîp. C«ng cô chñ yÕu

cña lÝ thuyÕt nhãm ®−îc vËn dông ë ®©y lµ §Þnh lý Lagrange “CÊp vµ

chØ sè cña mét nhãm con cña mét nhãm h÷u h¹n lµ −íc cña cÊp cña toµn

nhãm” vµ §Þnh lý Burnside “NÕu nhãm h÷u h¹n G t¸c ®éng lªn tËp h÷u

h¹n X th× sè quü ®¹o cña t¸c ®éng lµ
1

(G : e)

∑

g∈G

f(g), trong ®ã f(g) lµ

sè phÇn tö cña X cè ®Þnh qua t¸c ®éng cña g”.

LuËn v¨n ®−îc tr×nh bµy trong 3 ch−¬ng. Ch−¬ng 1 lµ nh÷ng kiÕn

thøc chuÈn bÞ vÒ lý thuyÕt nhãm nh»m phôc vô cho 2 ch−¬ng sau, bao

gåm c¸c kh¸i niÖm vµ tÝnh chÊt c¬ b¶n vÒ nhãm, ®ång cÊu nhãm, nhãm

®èi xøng vµ t¸c ®éng cña nhãm lªn tËp hîp. C¸c kiÕn thøc vµ thuËt ng÷

cña Ch−¬ng I ®−îc tham kh¶o chñ yÕu trong c¸c cuèn s¸ch vÒ lý thuyÕt

nhãm cña J. Rotman [Rot] vµ J. F. Humphreys [Hum].

Ch−¬ng 2 lµ mét sè øng dông vµo sè häc. Mét sè kÕt qu¶ ë c¸c TiÕt

2.1 vµ 2.2 lµ sù tæng hîp l¹i theo mét chñ ®Ò nh÷ng øng dông ®G biÕt

cña lÝ thuyÕt nhãm trong sè häc (xem 2.1.3, 2.1.4, 2.1.5, 2.2.1, 2.2.2),
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nh−ng còng cã nh÷ng tÝnh chÊt mµ t¸c gi¶ luËn v¨n tù t×m tßi b»ng hiÓu

biÕt cña m×nh (xem 2.1.1, 2.1.2). TiÕt 2.3, ®−îc tr×nh bµy theo bµi b¸o

c«ng bè n¨m 2005 cña T. Evans vµ B. Holt [EH], chøng minh l¹i nh÷ng

c«ng thøc sè häc cæ ®iÓn b»ng ph−¬ng ph¸p sö dông c«ng thøc c¸c líp

vµ §Þnh lý Burnside trong lÝ thuyÕt nhãm.

Ch−¬ng cuèi cña luËn v¨n lµ nh÷ng øng dông cña lý thuyÕt nhãm vµo

mét sè bµi to¸n tæ hîp. Thùc chÊt, khi cã lÝ thuyÕt nhãm soi vµo, c¸c

bµi to¸n tæ hîp nµy ®G bít phøc t¹p h¬n, c¸ch gi¶i quyÕt nã còng kh«ng

cßn lµ nh÷ng mÑo mùc hay bÝ Èn dÔ nhÇm lÉn cña To¸n tæ hîp n÷a, mµ

nã trë thµnh râ rµng, hÖ thèng vµ dÔ hiÓu.
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Ch−¬ng 1

KiÕn thøc chuÈn bÞ vÒ lÝ thuyÕt nhãm

Môc ®Ých cña ch−¬ng nµy lµ nh¾c l¹i mét sè kiÕn thøc vÒ nhãm, ®Þnh

lÝ Lagrange, t¸c ®éng cña nhãm lªn tËp hîp, c«ng thøc c¸c líp vµ §Þnh

lÝ Burnside. KiÕn thøc nµy lµ cÇn thiÕt cho nh÷ng øng dông gi¶i mét sè

bµi to¸n s¬ cÊp ®−îc tr×nh bµy trong Ch−¬ng II vµ Ch−¬ng III. C¸c kiÕn

thøc vµ thuËt ng÷ ë ®©y ®−îc tham kh¶o trong c¸c cuèn s¸ch vÒ lÝ thuyÕt

nhãm [Ash], [Rot] vµ [Hum].

1.1 Nhãm, nhãm xylic vµ nhãm con

1.1.1. §Þnh nghÜa. Nhãm lµ mét tËp G cïng víi mét phÐp to¸n tho¶ mGn

c¸c ®iÒu kiÖn

(i) PhÐp to¸n cã tÝnh kÕt hîp: a(bc) = (ab)c, ∀a, b, c ∈ G.

(ii) G cã ®¬n vÞ: ∃e ∈ G sao cho ex = xe = x, ∀x ∈ G.

(iii) Mäi phÇn tö cña G ®Òu kh¶ nghÞch: Víi mçi x ∈ G, tån t¹i x−1 ∈ G

sao cho xx−1 = x−1x = e.

Mét nhãm G ®−îc gäi lµ nhãm giao ho¸n (hay nhãm Abel) nÕu phÐp

to¸n lµ giao ho¸n. NÕu G cã h÷u h¹n phÇn tö th× sè phÇn tö cña G ®−îc

gäi lµ cÊp cña G. NÕu G cã v« h¹n phÇn tö th× ta nãi G cã cÊp v« h¹n.

• Mét sè vÝ dô vÒ nhãm.

5
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- TËp Z c¸c sè nguyªn, tËp Q c¸c sè h÷u tû, tËp R c¸c sè thùc, tËp C

c¸c sè phøc víi phÐp céng th«ng th−êng ®Òu lµ nhãm giao ho¸n cÊp v«

h¹n.

- TËp S(X) c¸c song ¸nh tõ mét tËp X ®Õn chÝnh nã víi phÐp hîp

thµnh c¸c ¸nh x¹ lµ mét nhãm, gäi lµ nhãm ®èi xøng cña X. NÕu X cã

n phÇn tö th× S(X) cã cÊp n! vµ nhãm nµy kh«ng giao ho¸n khi n ≥ 3.

- Víi mçi sè tù nhiªn m ≥ 1, tËp Zm c¸c líp thÆng d− theo m«®un m

víi phÐp céng c¸c líp thÆng d− lµ mét nhãm giao ho¸n cÊp m. TËp Z∗m

c¸c líp thÆng d− theo m«®un m nguyªn tè cïng nhau víi m víi phÐp

nh©n c¸c líp thÆng d− lµ mét nhãm giao ho¸n cÊp ϕ(m), trong ®ã ϕ lµ

hµm Euler.

• Mét sè tÝnh chÊt c¬ së: Cho G lµ mét nhãm víi ®¬n vÞ e. Khi ®ã

- PhÇn tö ®¬n vÞ cña G lµ duy nhÊt.

- PhÇn tö nghÞch ®¶o cña mçi phÇn tö cña G lµ duy nhÊt.

- Mäi phÇn tö cña G ®Òu chÝnh quy, tøc lµ tháa mGn luËt gi¶n −íc.

1.1.2. §Þnh nghÜa. TËp con H cña mét nhãm G ®−îc gäi lµ nhãm con

cña G nÕu e ∈ H vµ a−1 ∈ H, ab ∈ H víi mäi a, b ∈ H.

1.1.3. §Þnh nghÜa. Mét nhãm G ®−îc gäi lµ xyclic nÕu tån t¹i a ∈ G

sao cho mçi phÇn tö cña G ®Òu lµ mét luü thõa cña a. Trong tr−êng hîp

nµy G ®−îc gäi lµ nhãm xyclic sinh bëi a vµ viÕt G =< a > .

Chó ý r»ng nhãm con cña nhãm xyclic lµ xyclic. Cho G lµ mét nhãm

vµ a ∈ G. §Æt

< a >= {an | n ∈ Z}.

Khi ®ã < a > lµ nhãm con cña G, ®−îc gäi lµ nhãm con xyclic sinh bëi

a. CÊp cña nhãm con < a > ®−îc gäi lµ cÊp cña phÇn tö a. DÔ thÊy

r»ng a cã cÊp v« h¹n nÕu vµ chØ nÕu an = 0 kÐo theo n = 0 víi mäi
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n ∈ Z. H¬n n÷a, a cã cÊp n nÕu vµ chØ nÕu n lµ sè nguyªn d−¬ng bÐ

nhÊt sao cho an = e.

1.1.4. §Þnh nghÜa. Cho A lµ tËp con cña mét nhãm G. Khi ®ã tån t¹i

nh÷ng nhãm con cña G chøa A, ch¼ng h¹n G. Giao cña tÊt c¶ c¸c nhãm

con cña G chøa A lµ nhãm con nhá nhÊt cña G chøa A. Nhãm con nµy

®−îc gäi lµ nhãm con sinh bëi tËp A vµ kÝ hiÖu lµ < A > .

Râ rµng nhãm con sinh bëi tËp rçng lµ {e}. NÕu A �= ∅ th×

< A >= {a1a2 . . . an | n ∈ N, a1, . . . , an ∈ A ∪A−1},

trong ®ã A−1 = {x−1 | x ∈ A}.

1.2 §Þnh lÝ Lagrange, ®ång cÊu nhãm

1.2.1. §Þnh nghÜa. Cho H lµ mét nhãm con cña mét nhãm G. Ta ®Þnh

nghÜa quan hÖ ∼ trªn G nh− sau: a ∼ b nÕu vµ chØ nÕu ab−1 ∈ H víi

mäi a, b ∈ G. DÔ kiÓm tra ®−îc ∼ lµ mét quan hÖ t−¬ng ®−¬ng tren G.

Víi mçi a ∈ G, gäi a lµ líp t−¬ng ®−¬ng cña a. Ta cã

a = {ha | h ∈ H} = Ha.

Mçi líp t−¬ng ®−¬ng Ha ®−îc gäi lµ mét líp ghÐp tr¸i cña H trong G.

TËp th−¬ng cña G theo quan hÖ t−¬ng ®−¬ng ∼ ®−îc kÝ hiÖu bëi G/H.

Khi H chØ cã h÷u h¹n líp ghÐp tr¸i th× ta gäi chØ sè cña H trong G, kÝ

hiÖu lµ (G : H), lµ sè c¸c líp ghÐp tr¸i cña H.

1.2.2. §Þnh lý. (§Þnh lÝ Lagrange). Trong mét nhãm h÷u h¹n, cÊp vµ

chØ sè cña mét nhãm con lµ −íc cña cÊp cña toµn nhãm.

• Sau ®©y lµ mét sè hÖ qu¶ trùc tiÕp cña §Þnh lÝ Lagrange.
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- Cho G lµ nhãm cÊp n vµ a ∈ G. Khi ®ã cÊp cña a lµ −íc cña n.

H¬n n÷a, an = e.

- Mçi nhãm cÊp nguyªn tè ®Òu lµ nhãm xylic sinh bëi mét phÇn tö

tïy ý kh¸c ®¬n vÞ.

- Mäi nhãm cÊp � 5 ®Òu giao ho¸n.

1.2.3. §Þnh nghÜa. Cho G lµ mét nhãm. Mét nhãm con H cña G ®−îc

gäi lµ nhãm con chuÈn t¾c nÕu Ha = aH víi mäi a ∈ G.

Cho H lµ nhãm con chuÈn t¾c cña mét nhãm G. KÝ hiÖu G/H lµ tËp

c¸c líp ghÐp tr¸i cña H trong G. Khi ®ã quy t¾c nh©n

HaHb = Hab víi mäi Ha,Hb ∈ G/H

lµ mét phÐp to¸n trªn G/H, vµ cïng víi phÐp to¸n nµy, G/H lµm thµnh

mét nhãm. Nhãm G/H x¸c ®Þnh nh− trªn ®−îc gäi lµ nhãm th−¬ng cña

G theo nhãm con chuÈn t¾c H.

1.2.4. §Þnh nghÜa. Cho G vµ H lµ c¸c nhãm. Ánh x¹ f : G −→ H

®−îc gäi lµ ®ång cÊu nhãm nÕu f(xy) = f(x)f(y) víi mäi x, y ∈ G.

Mét ®ång cÊu nhãm ®−îc gäi lµ ®¬n cÊu (toµn cÊu, ®¼ng cÊu) nÕu nã lµ

®¬n ¸nh (toµn ¸nh, song ¸nh). Hai nhãm G vµ H ®−îc gäi lµ ®¼ng cÊu

víi nhau, viÕt lµ G ∼= H, nÕu cã mét ®¼ng cÊu gi÷a G vµ H.

• Mét sè tÝnh chÊt:

- Hîp thµnh cña hai ®ång cÊu nhãm lµ mét ®ång cÊu nhãm.

- NÕu f : G −→ H lµ ®ång cÊu nhãm th× f(x−1) = (f(x))−1 vµ

f(e) = e víi mäi x ∈ G.

- NÕu f : G −→ H lµ ®ång cÊu nhãm, A lµ nhãm con cña G vµ B lµ

nhãm con cña H th× f(A) lµ nhãm con cña H vµ f−1(B) lµ nhãm con

cña G. H¬n n÷a, nÕu B lµ nhãm con chuÈn t¾c th× f−1(B) lµ nhãm con

chuÈn t¾c.
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