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MỞ ĐẦU

Vành đa thức là một phần rất quan trọng trong nhiều lĩnh vực của

Toán học, chẳng hạn: Đại số, Giải tích, Hình học, Toán rời rạc...vv. Trong

chương trình toán phổ thông, phần đa thức chủ yếu được đưa vào bộ môn

Đại số và Giải tích. Đặc biệt trong các kỳ thi đại học, học sinh giỏi quốc

gia và quốc tế đều có những bài toán liên quan đến đa thức. Chính vì vậy

mà chuyên đề về vành đa thức rất thiết thực với những ai muốn tìm hiểu

sâu về toán sơ cấp.

Từ các kết quả đạt được trong vành đa thức chúng ta có thể vận dụng

giải một số bài toán về hình học rất phức tạp, giải hệ phương trình và xây

dựng một số kết quả về Tổ hợp, Số học. Khi xét đa thức ta thường quan

tâm đến nghiệm, tính bất khả quy và việc biểu diễn thành tích các nhân

tử bậc nhỏ hơn. Nội dung của luận văn nhằm giải quyết hai vấn đề chính:

Vấn đề 1: Chứng minh lại một số kết quả cơ bản của vành đa thức mà

các kết quả ấy gắn liền với tên tuổi của những nhà toán học lỗi lạc. Vận

dụng các kết quả đạt được để giải quyết một số bài toán đã được đặt ra.

Vấn đề 2: Đưa ra một số chặn nghiệm của một đa thức, tiêu chuẩn chia

hết của một vài đa thức đặc biệt, ước chung của dãy số từ đa thức, phương

pháp biểu diễn đa thức đối xứng qua các đa thức đối xứng cơ bản.

Luận văn được chia làm hai chương.

Chương I: Vành đa thức.

Nội dung chương I trình bày một số khái niệm về vành đa thức, một vài

tiêu chuẩn bất khả quy, tính đóng đại số của trường C, đa thức đối xứng.

Chương II: Một số ứng dụng của vành đa thức.

Nội dung chương II trình bày về chặn nghiệm, tính chất chia hết của một

vài đa thức đặc biệt, phương pháp biểu diễn đa thức đối xứng qua đa thức

đối xứng sơ cấp. Trong chương này chúng tôi còn trình bày ứng dụng lý

thuyết đa thức đối xứng vào đại số sơ cấp và đã xây dựng được đa thức

bậc ba với nghiệm là đại lượng liên quan đến tam giác.
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Dù đã rất cố gắng, nhưng chắc chắn nội dung được trình bày trong luận

văn không tránh khỏi thiếu sót nhất định, em rất mong nhận được sự góp

ý của các thầy cô giáo và các bạn.

Luận văn này được hoàn thành dưới sự hướng dẫn khoa học của PGS.TS

Đàm Văn Nhỉ. Em xin được tỏ lòng cảm ơn chân thành nhất tới thầy về

sự giúp đỡ nhiệt tình từ khi xây dựng đề cương, viết và hoàn thành luận

văn. Tiếp theo em xin chân thành cảm ơn các thầy cô giáo phản biện đã

đọc và góp ý để em hoàn thiện luận văn của mình. Em xin được cảm ơn

chân thành nhất tới Trường Đại học Khoa học - Đại học Thái Nguyên, nơi

em đã nhận được một học vấn sau đại học căn bản. Xin cảm ơn gia đình,

đồng nghiệp đã cảm thông, chia sẻ, ủng hộ và giúp đỡ trong thời gian em

học cao học và viết luận văn. Lời cuối em xin chúc sức khỏe các thầy cô

giáo và đồng nghiệp.

Em xin chân thành cảm ơn!

Hà Nội, ngày 20 tháng 7 năm 2012

Người thực hiện

Trần Đức Thọ
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Chương 1

VÀNH ĐA THỨC

1.1 Vành đa thức một biến

Khái niệm vành đa thức một biến trên R

Giả sử V là một vành giao hoán và A là một vành con của nó. Giả sử

v ∈ V . Mọi vành con của V chứa A và v đều chứa các phần tử có dạng

a0 + a1v + a2v
2 + ...+ anv

n

trong đó ai ∈ A, n ∈ N. Một phần tử như thế gọi là một đa thức của V

với các hệ tử ai trong A, i = 1, 2, ..., n.

Nếu b0 + b1v+ b2v
2 + ...+ bmv

m cũng là một đa thức của v, và m ≥ n thì:

(a0 + a1v + a2v
2 + ...+ anv

n) + (b0 + b1v + b2v
2 + ...+ bmv

m)

= (a0+b0)+(a1+b1)v+(a2+b2)v
2+...+(an+bm)vm+am+1v

m+1+...+anv
n

(a0 + a1v + a2v
2 + ...+ anv

n).(b0 + b1v + b2v
2 + ...+ bmv

m)

= (a0.b0) + (a1b0 + a0b1)v + ...+
∑
j+k=i

ajbkv
i + ...+ (an.bm)vn+m.

Vậy tổng và tích của hai đa thức của R lại là một đa thức của R.
Mặt khác 1 dĩ nhiên cũng là đa thức thuộc R.
Vậy tập hợp các đa thức của v với hệ tử trong A lập thành một vành con

của V. Dĩ nhiên đó là vành con nhỏ nhất của V chứa A và v.

Kí hiệu vành con đó qua vành A[v]. Nếu tồn tại một hệ thức đa thức

d0 + d1v + d2v
2 + ...+ dnv

n = 0(di ∈ A)m ≥ 1
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với ít nhất một di 6= 0, thì hai đa thức của v có dạng khác nhau có thể

trùng nhau. Thí dụ, nếu V=R, A=Q, v =
√

2 là nghiệm của 2 − v2 = 0,

thì ta có chẳng hạn: 0 + 2v = 0 + 0v + 0v2 + v3.

Nhưng nếu một hệ thức có dạng: d0 + d1v+ d2v
2 + ...+ dnv

n = 0(di ∈ A)

chỉ xảy ra khi tất cả các di = 0, thì hai đa thức
n∑
i=0

aiv
i và

m∑
j=0

biv
j sẽ chỉ

bằng nhau khi các hệ tử tương ứng với ai và bj bằng nhau. Thật vậy nếu

n ≥ m và
n∑
i=0

aiv
i =

m∑
j=0

bjv
j

thì

(a0−b0)+(a1−b1)v+(a2−b2)v2+...+(am−bm)vm+am+1v
m+1+...+anv

n.

Từ đó ai = bi(i = 0, ..., n) và am+1 = ... = an = 0.

Như vậy để xác định cấu trúc của vành đa thức, ta cần có sẵn các vành

dạng A[x], trong đó mọi hệ thức
m∑
i=0

diX
i = 0 đều kéo theo ∀di = 0. Ta

chú ý rằng trong trường hợp này, một đa thức của X có dạng

a0 + a1X + a2X
2 + ...+ anX

n

xác định một dãy con duy nhất (a0, a1, a2, ...) với tính chất là ai = 0 với i

đủ lớn.

Các nhận xét trên đưa ta đến cách dựng sau đây của vành A[x]

Vành đa thức một biến

Giả sử A là vành giao hoán đã cho và B là tập hợp các dãy vô hạn:

(a0, a1, a2, ...)với 0 = (a, 0, ..., 0)

Với chỉ một số hữu hạn hạng tử ai 6= 0 .

Hai phần tử (a0, a1, a2, ...) và (b0, b1, b2, ...) của B được xem là bằng nhau

nếu và chỉ nếu ai = bi,∀i
Phép cộng trong B được định nghĩa bởi

(a0, a1, a2, ...) + (b0, b1, b2, ...) = (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, ...).

Vế phải là một phần tử của B vì tất cả các số hạng bắt đầu từ một điểm

nào đó đều bằng 0.
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(B,+) rõ ràng là một nhóm Aben. Phần tử không là 0=(a, 0, 0, ...) và

phần tử đối của (a0, a1, a2, ...) là (−a0,−a1,−a2, ...)
Phép nhân trong B được định nghĩa bởi

(a0, a1, a2, ...).(b0, b1, b2, ...) = (p0, p1, p2, ...)

trong đó pi được cho bởi

pi =
i∑

j=0

ajbi−j =
∑
j+k=i

ajbk.

Nếu ai = 0 với i > n và bj = 0 với j > m thì pk = 0 với k > n + m. Vậy

vế phải của tích trên là một phần tử của B.

Nếu a = (a0, a1, a2, ...), b = (b0, b1, b2, ...) và c = (c0, c1, c2, ...) thì hạng tử

với chỉ số i trong (ab)c là

∑
m+l=i

 ∑
j+k=m

ajbk

 cl =
∑

j+k+l=i

ajbkcl.

Tương tự hạng tử tương ứng của a(bc) là:

∑
m+j=i

aj

( ∑
k+l=m

bkcl

)
=

∑
j+k+l=i

ajbkcl.

Vậy (ab)c=a(bc). Mặt khác rõ ràng ta có ab=ba. Dãy 1=(1,0,0,...) đóng

vai trò đơn vị. Vậy (B,.,1) là một vị nhóm giao hoán.

Phép nhân phân phối đối với phép cộng, vì ta có∑
j+k=i

(aj + bj)ck =
∑
j+k=l

ajck +
∑
j+k=i

bjck.

Vế trái là hạng tử thứ i của (a+b)c, còn vế phải là hạng tử thứ i của

ac+bc. Như vậy B là một vành giao hoán.

Ánh xạ f xác định bởi:

f : A
a
→
7→

B
(a,0,...)

Vậy nếu ta đồng nhất hóa A với f(A) đẳng cấu với nó, thì ta có thể xem

A là một vành con của vành B.
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Ta kí hiệu (0,1,0,0, ...) là X và gọi nó là một ẩn trên A.

Ta có X = (0, 1, 0, 0, ...)

X2 = (0, 0, 12, 0, ...)

Xk = (0, 0, ..., 1k+1, 0, ...).

Ngoài ra ta còn bao hàm thức A ⊆ B ta có

(0, 0, ..., a, 0, 0, ...) = aXk = Xka

Phần tử tổng quát (a0, a1, a2, ...an, 0, 0, ...) của B bây giờ có thể viết theo

các kí hiệu mới như sau:

a0 + a1X + a2X
2 + ...+ anX

n.

Vậy B=A[X ]. Nếu a0 + a1X + ...+ anX
n = 0 thì (a0, a1, ...an, 0, ...) = 0.

Do đó ai = 0∀i.
Vành B = A[X] xác định như trên gọi là vành đa thức của ẩn X trên A.

Các phần tử của nó gọi là các đa thức của X.

Ta thường viết f(X) = a0 + a1X + a2X
2 + ...+ anX

n

hoặc f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + ...+ a1X + a0.

Hệ tử a0 gọi là hằng hạng tử hoặc hạng tử tự do. Nếu an 6= 0 thì an gọi là hệ

tử cao nhất và n gọi là bậc của đa thức đó và được kí hiệu là n = degf(X).

Ta gán cho đa thức không bậc là −∞. Ta có −∞ + (−∞) = −∞ ,

−∞ + n = −∞ và −∞ < n, ∀n ∈ N. các đa thức bậc 1 còn gọi là tuyến

tính.

Từ định nghĩa của phép cộng và phép nhân trong A[X] , ta suy ra rằng

deg(f(X) + g(X)) ≤ max(degf(X), degg(X)).

deg(f(X)g(X)) ≤ degf(X) + degg(X).

Bất đẳng thức thứ hai được thay thế bởi đẳng thức

deg(f(X)g(X)) = degf(X) + degg(X).

Mỗi khi tích anbm của các hệ tử cao nhất của f(X) và g(X) khác không, vì

f(X).g(X) = a0b0 + (a0b1 + a1b0)X + ...+ anbmX
n+m.

Như vậy, nếu A là một miền nguyên vẹn thì vành A(X) cũng là miền

nguyên vẹn.

8
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Định lý 1.1.1. [Tính chất độc xạ của vành A[X]] Giả sử A là một

vành giao hoán, A[X] là vành đa thức của ẩn X trên A, f : A→ A[X] là

phép nhúng A vào ttrong A[X]. Khi đó với mọi vành giao hoán V và mọi

đồng cấu ϕ từ vành A tới vành V, tồn tại duy nhất một đồng cấu ϕ từ

vành A[X] tới vành V sao cho ϕ(X) = v, trong đó v là một phần tử tùy ý

của V và sao cho biểu đồ sau giao hoán.

Hình 1.1: Tính chất độc xạ của vành A[X]

Chứng minh. Trước hết ta giả thiết rằng một đồng cấu ϕ như thế tồn

tại. Ta có ϕ(Xk) = (ϕ(X))k = vk. Mặt khác ϕf(a) = ϕ(a) = ϕ(a).

Vậy ϕ(a0 + a1X + ...+ anX
n) = ϕ(a0) + ϕ(a1)v

1 + ...+ ϕ(an)v
n.

Vì ϕ(a0 + a1X + ...+ anX
n) là duy nhất xác định bởi ϕ và v, nên nếu ϕ

tồn tại thì nó là duy nhất.

Đảo lại, ta hãy xác định ánh xạ ϕ : A[X]→ V . Bởi công thức.

ϕ(a0 + a1X + ...+ anX
n) = ϕ(a0) + ϕ(a1)v + ...+ ϕ(an)v

n.

Ta có ϕ(X) = v và ϕ(a0) = ϕ(a0) = ϕf(a0),∀a0 ∈ V .

Vậy ϕ = ϕf , tức là biểu đồ đã cho là giao hoán.

Mặt khác ta có

ϕ[(a0+a1X+...+anX
n)+(b0+b1X+...+bmX

m+OXm+1+...+OXn)] =

= ϕ

[
n∑
i=0

(ai + bi)X
i

]
=

n∑
i=0

ϕ(ai + bi)X
i =

m∑
i=0

(ϕ(ai) + ϕ(bi))X
i

=
m∑
i=0

ϕ(ai)X
i +

m∑
i=0

ϕ(bi)X
i = ϕ

(
m∑
i=0

(ai)X
i

)
+ ϕ

(
m∑
i=0

(bi)X
i

)

ϕ(
n∑
i=0

aiX
i)(

m∑
j=0

bjX
j) = ϕ

n+m∑
i=0

(
∑
j+k=i

ajbk)X
j+k

9
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=
n+m∑
i=0

∑
j+k=i

ϕ(aj)ϕ(bk)

vi+j =

(
n∑
i=0

(ai)v
i

) m∑
j=o

(bj)v
j



= ϕ

(
n∑
i=0

aiX
i

)
ϕ

 m∑
j=o

bjX
j


ϕ(1) = ϕ(1) = 1

Vậy ϕ là một đồng cấu vành A[X] tới vành V, và nó thỏa mãn tất cả các

yêu cầu đã đề ra.

Hệ quả 1.1.2. Giả sử A là một vành con của một vành giao hoán B và

ϕ là phép nhúng chính tắc. Khi đó ta có thể phát biểu tính chất trên dưới

dạng sau:

Giả sử vành giao hoán V chứa vành A làm một vành con. Khi đó với mỗi

phần tử v ∈ V tồn tại duy nhất một đồng cấu vành.

ϕ : A[x]→ V

sao cho ϕ(a) = a∀a ∈ A,ϕ(X) = V .

Trong trường hợp này ta có

ϕ(a0 + a1X + ...+ anX
n) = a0 + a1v + ...+ anv

n.

Vế phải của đẳng thức trên gọi là giá trị của đa thức

f(X) = a0 + a1X + ...+ anX
n

tại X=v. Nó cũng được kí hiệu là f(v).

Định nghĩa 1.1.3. Một phần tử v ∈ V gọi là đại số trên A nếu và chỉ nếu

ta có ϕ(f(X)) = f(v) = 0, với một đa thức f(X) nào đó của vành A[X].

Còn nếu: ϕ : A[x]→ V là một đơn cấu tức là

ϕ(f(X)) = 0 <=> f(X) = 0 <=> f(v) = 0 nếu và chỉ nếu tất cả các hệ

tử của f đều bằng 0, thì v gọi là phần tử siêu việt trên A.

Trong trường hợp A=Q và V=C thì ta gọi tắt là những số đại số hoặc

siêu việt. Thí dụ
√

2,
√

2 +
√

3 là những số đại số, e, π là những số siêu
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