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Mở đầu

Giải tích lồi là một môn cơ bản của giải tích hiện đại, nghiên cứu

về tập lồi, hàm lồi cùng với những vấn đề liên quan. Bộ môn này có

vai trò quan trọng trong nhiều lĩnh vực khác của toán học ứng dụng,

đặc biệt là trong tối ưu hóa, bất đẳng thức biến phân, các bài toán

cân bằng v.v..

Sau các kết quả đầu tiên của H.Minkowski (1910) về tập lồi và

hàm lồi, lý thuyết giải tích lồi đã thu hút sự quan tâm nghiên cứu

của nhiều nhà toán học. Lý thuyết giải tích lồi được nghiên cứu nhiều

trong khoảng bốn chục năm nay bởi các công trình nổi tiếng của H.

Minkowski, C.Caratheodory, W.Fenchel, J.J.Moreau, R.T.Rockafellar,

L.Klee, A.Brondsted, W.V.Jensen, G.Choquet và nhiều tác giả khác.

Phép chiếu xuống một tập lồi là một đề tài quan trọng trong giải

tích lồi và có nhiều ứng dụng trong các lĩnh vực khác nhau, đặc biệt

trong toán học. Trong không gian Hilbert, phép chiếu xuống tập lồi

đóng có nhiều tính chất quan trọng. Việc tồn tại và tính duy nhất của

hình chiếu lên một tập lồi đóng là cơ sở để chứng minh tính tồn tại

và duy nhất của nhiều bài toán khác nhau trong giải tích ứng dụng

như lý thuyết xấp xỉ, tối ưu hóa, bất đẳng thức biến phân và trong

các vấn đề khác.

Mục đích chính của bản luận văn này là trình bày những tính

chất cơ bản của phép chiếu xuống một tập lồi đóng trong không gian

Hilbert và một số ứng dụng của phép chiếu. Cụ thể là sử dụng phép
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chiếu để chứng minh các định lí tách, tính dưới đạo hàm, đặc biệt là

để xây dựng thuật toán chiếu giải bài toán cân bằng.

Luận văn bao gồm phần mở đầu, ba chương, phần kết luận và danh

mục tài liệu tham khảo.

Chương 1: Trình bày các kiến thức cơ bản về không gian Hilbert.

Các kiến thức này sẽ được sử dụng trong các chương sau.

Chương 2: Khái niệm, tính chất cơ bản của tập lồi, phép chiếu

xuống tập lồi đóng trong không gian Hilbert và một số trường hợp cụ

thể.

Chương 3: Trình bày một số ứng dụng của phép chiếu trong giải

tích lồi. Cụ thể là sử dụng phép chiếu để chứng minh các định lí tách,

tính dưới đạo hàm, đặc biệt là để xây dựng thuật toán chiếu giải bài

toán cân bằng.
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Chương 1

Các kiến thức cơ bản về không
gian Hilbert

Trong chương này ta nhắc lại một số kết quả sẽ được dùng trong

các chương sau. Đó là một số khái niệm, các tính chất cơ bản của

không gian Hilbert. Các kết quả này có thể tìm thấy trong [1], [5].

1.1 Khái niệm về không gian Hilbert

Định nghĩa 1.1. Cho H là một không gian trên trường K. Tích vô

hướng xác định trên H là một ánh xạ xác định như sau

〈 . , .〉 : H × H → K

(x, y) → 〈x, y〉 .
thỏa mãn các tiên đề sau

i, 〈x, y〉 = 〈y, x〉 với mọi x, y ∈ H.

ii, 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 với mọi x, y, z ∈ H.

iii, 〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉 với mọi x, y ∈ H và λ ∈ K.
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iv, 〈x, x〉 ≥ 0 với mọi x ∈ H và 〈x, x〉 = 0 khi và chỉ khi x = 0.

〈x, y〉 được gọi là tích vô hướng của hai véctơ x và y. Cặp

(H, 〈. , .〉) được gọi là không gian tiền Hilbert (hay còn gọi là không

gian Unita).

Từ định nghĩa ta nhận thấy rằng khi K là trường số thực thì tích

vô hướng là một dạng song tuyến tính xác định trên H.

Ví dụ 1.1. Lấy H = Rn

với x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) ∈ H và biểu thức

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi,

xác định một tích vô hướng trên Rn.

Ví dụ 1.2. Lấy H = C[0,1] không gian gồm các hàm liên tục trên

[0, 1] nhận giá trị phức, với x, y ∈ H biểu thức

〈x, y〉 =

1∫
0

x(t)y(t)dt,

xác định một tích vô hướng trên C[0,1]. Khi đó không gian này là một

không gian tiền Hilbert và thường kí hiệu CL
[0,1].

Định lí 1.1. Cho H là không gian tiền Hilbert với x, y ∈ H ta luôn

có bất đẳng thức sau |〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉 . 〈y, y〉. Bất đẳng thức này còn

gọi là bất đẳng thức Schwarz.

Nhận xét 1.1. Trong bất đẳng thức Schwarz dấu bằng xảy ra khi và

chỉ khi x, y phụ thuộc tuyến tính.

Định lí 1.2. ChoH là không gian tiền Hilbert. Khi đó ‖x‖ = 〈x, x〉
1
2 , x ∈

H xác định một chuẩn trên H.

Định nghĩa 1.2. Cho không gian tiền Hilbert H. Nếu H là không

gian đầy đủ thì ta gọi H là không gian Hilbert.
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1.2 Một số tính chất cơ bản

Định lí 1.3. Cho H là một không gian tiền Hilbert. Khi đó

〈 , 〉 : H×H → C

là một hàm liên tục.

Chứng minh.

Cho (xn) , (yn) là hai dãy trong không gian tiền Hilbert H lần lượt

hội tụ về x0 và y0. Khi đó, ta có

|〈xn, yn〉 − 〈x0, y0〉| ≤ |〈xn, yn〉 − 〈xn, y0〉|+ |〈xn, y0〉 − 〈x0, y0〉|

= |〈xn, yn − y0〉|+ |〈xn − x0, y0〉|

≤ ‖xn‖ ‖yn − y0‖+ ‖xn − x0‖ ‖y0‖ .

Theo giả thiết (xn) hội tụ trong H nên nó bị chặn, nghĩa là tồn tại

số M > 0 sao cho ‖xn‖ ≤M với mọi n ∈ N.
Vì vậy, ta có

|〈xn, yn〉 − 〈x0, y0〉| ≤M ‖yn − y0‖+ ‖xn − x0‖ ‖y0‖ .

Chuyển qua giới hạn ta được

lim
n→∞
|〈xn, yn〉 − 〈x0, y0〉| = 0.

Vậy định lý được chứng minh. 2

Định lí 1.4. Cho (X, ‖ ‖) là một không gian tuyến tính định chuẩn

trên trường K. Giả sử với mọi x, y thuộc X thỏa mãn ‖x+ y‖2 +

‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
. Khi đó trên X có một tích vô hướng

sao cho 〈x, x〉 = ‖x‖2.

Định lí 1.5. Cho M là một tập lồi, đóng và khác rỗng trong không

gian Hilbert H. Khi đó mỗi x ∈ H tồn tại duy nhất một phần tử y

thuộc M sao cho ‖x− y‖ = d (x,M) .
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Định nghĩa 1.3. Hai phần tử x, y trong không gian tiền Hilbert H
được gọi là trực giao nếu 〈x, y〉 = 0, kí hiệu x ⊥ y.

Định lí 1.6. Giả sử M là một không gian con đóng của không gian

Hilbert H. Khi đó mỗi phần tử x ∈ H được biểu diễn một cách duy

nhất dưới dạng x = y + z, trong đó y ∈ M và z ∈ M⊥ được gọi là

hình chiếu trực giao của x lên M .

Chứng minh.

Nếu x ∈M thì đặt y = x, z = 0.

Nếu x /∈ M thì M là lồi đóng nên tồn tại duy nhất y ∈ M sao cho

‖x− y‖ = d (x,M) .

Đặt z = x− y, ta có x = y + z. Ta phải chứng minh z ∈M⊥.

Thật vậy, với mọi α ∈ K, u ∈M ta có

‖z‖ = ‖x− y‖ ≤ ‖x− (y + αu)‖

= ‖z − αu‖ .

Từ đó suy ra

‖z‖2 ≤ 〈z − αu, z − αu〉

= ‖z‖2 − α 〈u, z〉 − ᾱ 〈z, u〉+ α2‖u‖2.

Chọn α = 〈z, u〉 và ‖u‖ = 1.

Ta được 0 ≤ −|〈z, u〉|2.
Suy ra 〈z, u〉 = 0 với mọi u ∈M, ‖u‖ = 1.

Vậy z ∈M⊥.

Bây giờ ta chứng minh sự biểu diễn duy nhất, giả sử x = y1 + z1 với

y1 ∈M, z1 ∈M⊥.

Khi đó y − y1 = z1 − z nên y − y1 ∈ M và y − y1 ∈ M⊥, suy ra

〈y − y1, y − y1〉 = 0. Vậy y = y1, do đó z = z1.

Từ tính duy nhất của biểu diễn ta có thể viết X = M ⊕M⊥.

Vậy định lý được chứng minh. 2
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