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Mở đầu

Lý thuyết Đại số tuyến tính nói chung và lý thuyết định thức và ma trận nói riêng

là kiến thức cơ bản của toán học. Nó là cơ sở để nghiên cứu các lý thuyết khác của

toán học như hình học cao cấp, giải tích, toán kinh tế v.v... Ngoài ra nó còn có ứng

dụng trong việc nghiên cứu một số nghành khoa học như vật lý, cơ lý thuyết, hóa học

và một số nghành kỹ thuật khác .

Hiện nay các bài toán về đẳng thức và bất đẳng thức ta thường gặp trong rất nhiều

các giáo trình, trong các kỳ thi học sinh giỏi và có rất nhiều phương pháp giải hay và

độc đáo. Trong phạm vi đề tài này chúng tôi mạnh dạn trình bày một phương pháp

tiếp cận khác đó là phương pháp giải dựa trên lý thuyết của ma trận và định thức .

Bố cục của luận văn như sau luận văn ngoài các phần mở đầu, kết luận và tài liệu

tham khảo luận văn gồm có hai chương:

Chương 1: Lý thuyết ma trận, định thức và một số kiến thức có liên quan.

Chương 2: Ứng dụng lý thuyết ma trận và định thức vào lớp các bài toán chứng

minh đẳng thức và bất đẳng thức .

Luận văn được hoàn thành tại Trường Đại học Khoa học - Đại học Thái Nguyên.

Để hoàn thành luận văn này, tác giả đã được nhận sự hướng dẫn, giúp đỡ tận tình

của PGS.TS Nông Quốc Chinh.

Nhân đây, tác giả xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới thầy, người đã quan tâm,

hướng dẫn và đóng góp nhiều ý kiến qúy báu trong suốt quá trình hoàn thành luận

văn của tác giả.

Tác giả xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới tập thể các thầy cô giáo trong khoa

Toán ĐHKH - ĐH Thái Nguyên vì sự dạy dỗ, giúp đỡ tác giả trong quá trình học tập

và hoàn thành luận văn này.

Cuối cùng tác giả xin chân thành cảm ơn gia đình và bạn bè đã giúp đỡ và là nguồn

động viên tinh thần lớn trong suốt quá trình học tập và hoàn thành luận văn.

Kết quả đạt được trong bản luận văn này còn nhiều khiêm tốn và chắc hẳn không

thể tránh khỏi những thiếu sót. Do vậy, tác giả rất mong nhận được sự đóng góp ý

kiến của thầy cô và các bạn bè để luận văn được hoàn thiện hơn.

Tác giả xin chân thành cảm ơn !
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Thái Nguyên, tháng 08 năm 2012.

Học viên

Phạm Quang Ngọc.
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Chương 1.

Tóm tắt lý thuyết ma trận định

thức và một số kiến thức liên quan

1.1. Ma trận, tính chất và các phép toán

1.1.1. Các định nghĩa

Ma trận A cấp m × n là một bảng m hàng ( hay dòng ), n cột được viết cố định

như sau:

A = (ai j)m×n =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn


( với i = 1,2,....,m; j =1,2,.....n ; aij ∈ R hoặc aij ∈ C).

Nếu m = n thì ta nói A là ma trận vuông cấp n, kí hiệu A = (aij)n .

Ma trận At = (aji)n×m thu được từ ma trận A = (aij)m×n bằng cách chuyển dòng thành

cột, cột thành dòng gọi là ma trận chuyển vị của ma trận A .

Ma trận vuông A được gọi là ma trận đối xứng nếu aij = aji,∀i, j = 1, n.

Ma trận vuông A gọi là ma trận phản đối xứng nếu aij = −aji,∀i, j = 1, n.
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Ma trận vuông A được gọi là ma trận đơn vị nếu mọi phần tử nằm trên đường chéo

chính đều bằng 1, các phần tử còn lại bằng 0 và ta kí hiệu In.

1.1.2. Tính chất và các phép toán

i) Phép nhân ma trận với một số

Tích của ma trận A với một số k là một ma trận B = k.A được xác định như sau:

B = (bi j)m×n =


ka11 ka12 . . . ka1n

ka21 ka22 . . . ka2n

. . . . . . . . . . . .

kam1 kam2 . . . kamn


ii) Phép cộng ma trận

Tổng của hai ma trận A = (aij)m×n và B = (bij)m×nlà một ma trận C = (cij)m×n với

cij = aij + bij,∀i = 1,m,∀j = 1, n.
a11 . . . a1n

a21 . . . a2n

. . . . . . . . .

am1 . . . amn

+


b11 . . . b1n

b21 . . . b2n

. . . . . . . . .

bm1 . . . bmn

 =


a11 + b11 . . . a1n + b1n

a21 + b21 . . . a2n + b2n

. . . . . . . . .

am1 + bm1 . . . amn + bmn


Hiển nhiên ta cũng thấy phép cộng hai ma trận cũng có tính giao hoán và kết hợp

Tính giao hoán: A + B = B + A.

Tính kết hợp : A + ( B + C ) = ( A + B ) + C.

iii) Phép nhân các ma trận

Tích của hai ma trận A = (aik)m×n và B = (bkj)n×p là một ma trận C = (cij)m×p được

định nghĩa như sau:

C = A.B =

(
n∑
k=1

aikbkj

)
m×p

.

Ta chú ý phép nhân ma trận A với ma trận B chỉ thực hiện được nếu số cột của ma

trận A bằng số dòng của ma trận B.
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Phép nhân ma trận nói chung không có tính chất giao hoán. Tức là A.B 6= B.A.

Tuy nhiên phép nhân ma trận có tính chất kết hợp:(A.B).C = A.(B.C).

Ma trận vuôngA = (aij)n được gọi là ma trận khả nghịch nếu tồn tại ma trận vuông

B = (bij)n sao cho A.B = B.A = In.

Ma trận vuông A gọi là ma trận trực giao nếu A.At = In.

Nhận xét : Ta thấy tập hợp các ma trận vuông cấp n cùng với phép cộng và nhân

ma trận lập thành một vành không giao hoán với phần tử không là ma trận O và phần

tử đơn vị là ma trận đơn vị In. Hơn nữa nếu thêm vào phép nhân vô hướng, nó tạo

thành một đại số trên trường K. Kí hiệu tập các ma trận vuông cấp n là Mat(n,K),

ở đây K là trường R hoặc C.

1.2. Định thức của ma trận vuông

1.2.1. Các định nghĩa và tính chất

Định thức của ma trận vuông A = (aij)n là một số kí hiệu là det(A) hoặc |A| được

xác định như sau:

det (A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑
σ∈Sn

sgn (σ)aσ(1)1...aσ(n)n.

Từ định nghĩa ta có một số tính chất và kết quả sau:

a) Nếu một cột(một hàng) của định thức có nhân tử chung thì ta đưa được nhân tử

chung ra ngoài.

Ví dụ:

7Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                   http://www.lrc-tnu.edu.vn



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . pa1i + qb1i . . . a1n

a21 . . . pa2i + qb2i . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . .

am1 . . . pami + qbmi . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1i . . . a1n

a21 . . . a2i . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . .

am1 . . . ami . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . b1i . . . a1n

a21 . . . b2i . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . .

am1 . . . bmi . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b) Đổi chỗ hai cột của định thức thì định thức không đổi dấu.

c) Định thức có một cột bằng 0, định thức có hai cột bằng nhau, định thức có một cột

là tổ hợp tuyến tính của các cột còn lại thì bằng 0.

d) Nếu cộng thêm vào một cột một tổ hợp tuyến tính của các cột còn lại thì định thức

không thay đổi.

e) det (In) = 1.

f) det (A.B) = det (A) . det (B) .

g) Ma trận A khả nghịch (không suy biến ) khi và chỉ khi det (A) 6= 0.

h) det (A) = det (At) .

1.2.2. Định lý 1(Laplace)

Cho A = (aij)n với các số nguyên 1 6 q < n, 1 6 i1 < ... < iq 6 n, 1 6 j1 < ... <

jq 6 n. Gọi ∆
j1...jq
i1...iq

(A) là định thức của ma trận cấp q tạo bởi các phần tử ở giao các

dòng i1, ..., iq, với các cột j1, ..., jq.Còn ∆̃
j1...jq
i1...iq

(A) là định thức của ma trận còn lại từ

A sau khi xóa đi các dòng i1, ..., iq, và các cột j1, ..., jq nhân với (−1)i1+...+iq+j1+...+jq và

được gọi là định thức con bù của ∆
j1...jq
i1...iq

(A). Ta gọi ( ∆̃
j1...jq
i1...iq

(A) là phần bù đại số của

∆
j1...jq
i1...iq

(A)). Giả sử đã chọn ra q dòng ( tương ứng, q cột ) trong một định thức cấp

n(1 6 q < n). Khi đó, định thức đã cho bằng tổng tất cả các định thức con cấp q lấy

ra từ q dòng ( tương ứng, q cột ) đã chọn với phần bù đại số của chúng. Nói cách khác

ta có :

(i) Công thức khai triển định thức của ma trận A theo q dòng i1, ..., iq :

detA =
∑

16j1<...<jq6n

(−1)i1+...+iq+j1+...+jq∆
j1...jq
i1...iq

(A). ∆̃
j1...jq
i1...iq

(A) .
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(ii) Công thức khai triển định thức của ma trận A theo q cột j1, ..., jq :

detA =
∑

16i1<...<iq6n

(−1)i1+...+iq+j1+...+jq∆
j1...jq
i1...iq

(A). ∆̃
j1...jq
i1...iq

(A) .

Đặc biệt : detA =
n∑
j=1

aij
∼
aij (ở đây

∼
aij là phần bù đại số của aij ). Ta nói đây là công

thức khai triển 1 định thức theo 1 dòng ( hoặc 1 cột ) nào đó .

1.2.3. Đa thức đặc trưng, giá trị riêng và véc tơ riêng

Định nghĩa 2. Đa thức Pλ (A) = det (A− λIn) được gọi là đa thức đặc trưng của ma

trận A. Hiển nhiên Pλ (A) là đa thức biến λ bậc n và ta có:

Pλ (A) = (−1)n λn + (−1)n−1 b1λ
n−1 + ...+ bn−1 (−λ) + bn.

trong đó bk là tổng của định thức con chính cấp k của ma trận A,∀k = 1, n.

Định nghĩa 3. Nghiệm của phương trình Pλ (A) = 0 được gọi là giá trị riêng của ma

trận A.

Định nghĩa 4. Véc tơ x = (x1, x2, ..., xn) 6= 0 thuộc Kn được gọi là véc tơ riêng ứng

với giá trị riêng λ của ma trận A nếu A [x] = λ [x] với [x] =



x1

x2

.

.

.

xn


.

1.3. Ma trận đối xứng và dạng toàn phương

1.3.1. Ma trận đối xứng và các tính chất

Tính chất 1. Mọi nghiệm của phương trình đặc trưng của ma trận đối xứng A trên

trường số thực đều là thực .
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