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Lêi c¶m ¬n

Sau qu¸ tr×nh nhËn ®Ò tµi vµ nghiªn cøu d−íi sù h−íng dÉn khoa häc

cña PGS.TS Lª ThÞ Thanh Nhµn, luËn v¨n “§Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè”

cña t«i ®· ®−îc hoµn thµnh. Cã ®−îc kÕt qu¶ nµy, ®ã lµ nhê sù d¹y b¶o

hÕt søc tËn t×nh vµ nghiªm kh¾c cña C«. T«i xin bµy tá lßng biÕt ¬n s©u

s¾c tíi C« vµ gia ®×nh!

T«i còng xin göi lêi c¶m ¬n ch©n thµnh ®Õn Ban Gi¸m hiÖu, Phßng

§µo t¹o-Khoa häc-Quan hÖ quèc tÕ vµ Khoa To¸n-Tin cña Tr−êng §¹i

häc Khoa häc - §¹i häc Th¸i Nguyªn ®· t¹o ®iÒu kiÖn thuËn lîi nhÊt

trong suèt qu¸ tr×nh häc tËp t¹i tr−êng còng nh− thêi gian t«i hoµn thµnh

®Ò tµi nµy. Sù gióp ®ì nhiÖt t×nh vµ th¸i ®é th©n thiÖn cña c¸c c¸n bé

thuéc Phßng §µo t¹o vµ Khoa To¸n-Tin ®· ®Ó l¹i trong lßng mçi chóng

t«i nh÷ng Ên t−îng hÕt søc tèt ®Ñp.

T«i xin c¶m ¬n Phßng Gi¸o dôc vµ §µo t¹o huyÖn Thñy Nguyªn -

thµnh phè H¶i Phßng vµ Tr−êng trung häc c¬ së D−¬ng Quan - n¬i t«i

®ang c«ng t¸c ®· t¹o ®iÒu kiÖn cho t«i hoµn thµnh khãa häc nµy.

T«i xin c¶m ¬n gia ®×nh, b¹n bÌ ®ång nghiÖp vµ c¸c thµnh viªn trong

líp cao häc To¸n K4B (Khãa 2010-2012) ®· quan t©m, t¹o ®iÒu kiÖn,

®éng viªn cæ vò ®Ó t«i cã thÓ hoµn thµnh nhiÖm vô cña m×nh.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                   http://www.lrc-tnu.edu.vn



3

Lêi nãi ®Çu

§Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè ph¸t biÓu r»ng mçi ®a thøc mét biÕn kh¸c

h»ng víi hÖ sè phøc cã Ýt nhÊt mét nghiÖm phøc. §«i khi, §Þnh lÝ c¬

b¶n cña §¹i sè ®−îc ph¸t biÓu d−íi d¹ng: Mçi ®a thøc mét biÕn kh¸c 0

víi hÖ sè phøc cã sè nghiÖm phøc (mçi nghiÖm tÝnh víi sè béi cña nã)

®óng b»ng bËc cña ®a thøc ®ã.

MÆc dï tªn cña ®Þnh lÝ lµ “§Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè” nh−ng kh«ng cã

mét chøng minh thuÇn tóy ®¹i sè nµo cho ®Þnh lÝ nµy. TÊt c¶ c¸c chøng

minh cho §Þnh lÝ ®Òu cÇn ®Õn tÝnh ®Çy ®ñ cña tËp c¸c sè thùc, hoÆc mét

d¹ng t−¬ng ®−¬ng vÒ tÝnh ®Çy ®ñ, mµ tÝnh ®Çy ®ñ l¹i kh«ng lµ kh¸i niÖm

®¹i sè. H¬n n÷a, §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè kh«ng ph¶i lµ nÒn t¶ng cña

§¹i sè hiÖn ®¹i. Tªn cña ®Þnh lÝ nµy ®−îc ®Æt ra vµo thêi ®iÓm khi mµ

viÖc nghiªn cøu ®¹i sè chñ yÕu lµ ®Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh ®a thøc.

Peter Roth lµ ng−êi ®Çu tiªn ph¸t biÓu gîi më “§Þnh lÝ c¬ b¶n cña

§¹i sè” trong cuèn s¸ch “Arithmetica Phylosophica” c«ng bè n¨m 1608:

“Mét ®a thøc bËc n víi hÖ sè thùc cã kh«ng qu¸ n nghiÖm”. TiÕp ®Õn lµ

kh¼ng ®Þnh cña Albert Giard (1595-1632) trong cuèn s¸ch “L’invention

nouvelle en l’Algèbre” xuÊt b¶n n¨m 1629: “Ph−¬ng tr×nh ®a thøc bËc

n cã n nghiÖm, trõ khi ph−¬ng tr×nh bÞ khuyÕt”. NhiÒu nhµ to¸n häc ®·

tin §Þnh lÝ lµ ®óng, vµ do ®ã hä tin r»ng mäi ®a thøc víi hÖ sè thùc kh¸c

h»ng ®Òu viÕt d−íi d¹ng tÝch cña c¸c ®a thøc víi hÖ sè thùc bËc mét

hoÆc hai. Bªn c¹nh ®ã l¹i cã nh÷ng ng−êi (Gottfried Wilhelm Leibniz,

Nikolaus II Bernoulli) cè t×m ra nh÷ng ®a thøc bËc 4 víi hÖ sè thùc kh«ng

lµ tÝch cña c¸c ®a thøc bËc 1 hoÆc 2. Tuy nhiªn, c¸c ph¶n vÝ dô cña hä

®Òu ®−îc Leonhard Euler ph¶n b¸c, ®iÒu nµy cµng lµm cho c¸c nhµ to¸n

häc thêi ®ã tin t−ëng tÝnh ®óng ®¾n cña §Þnh lÝ.
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Chøng minh ®Çu tiªn cho §Þnh lÝ thuéc vÒ D’Alembert vµo n¨m 1746,

nh−ng chøng minh nµy kh«ng hoµn chØnh. Euler 1749 cã mét chøng

minh ®óng cho §Þnh lÝ trong tr−êng hîp bËc cña ®a thøc � 6. C¸c chøng

minh kh¸c ®−îc thùc hiÖn bëi Euler 1749, De Foncenex 1759, Lagrange

1772 vµ Laplace 1795 ®Òu cã Ýt nhiÒu chç ch−a chÆt chÏ. KÓ c¶ chøng

minh ®Çu tiªn cña Gauss n¨m 1799 còng kh«ng ®Çy ®ñ. M·i ®Õn n¨m

1816, Gauss míi ®−a ra mét chøng minh chÝnh x¸c cho §Þnh lÝ.

Môc tiªu cña luËn v¨n lµ giíi thiÖu lÞch sö §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè,

trong ®ã nhÊn m¹nh nh÷ng ®ãng gãp quan träng cña D’Alembert, Euler

vµ Gauss, ®ång thêi tr×nh bµy mét sè chøng minh sau nµy cho §Þnh lÝ

b»ng c¸ch sö dông c¸c c«ng cô ®¹i sè, gi¶i tÝch phøc vµ t«p«.

C¸c kÕt qu¶ vµ th«ng tin trong luËn v¨n ®−îc viÕt dùa vµo bµi b¸o [Ba]

cña Baltus trªn “Historia Mathematica” 2004, bµi b¸o [Ca] cña J. Carrera

trªn “Publicions Matematiques” 1992, cuèn s¸ch [MF] cña Miller-File

2003, vµ ®Æc biÖt lµ bµi b¸o [Du] cña Dunham 1991. Dunham ®· ®−îc

Héi To¸n häc Mü trao gi¶i th−ëng Polya n¨m 1992 v× bµi b¸o nµy.

LuËn v¨n gåm 3 ch−¬ng. Ch−¬ng 1 tr×nh bµy kiÕn thøc chuÈn bÞ vÒ

®a thøc. Ch−¬ng 2 giíi thiÖu lÞch sö §Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè víi nh÷ng

®ãng gãp tiªu biÓu cña mét sè nhµ to¸n häc. Ch−¬ng 3 ®−a ra mét sè

chøng minh cho §Þnh lÝ b»ng c¸ch sö dông c¸c c«ng cô §¹i sè, Gi¶i tÝch

phøc vµ T«p«. Ngoµi ra, luËn v¨n cßn cã PhÇn phô lôc tr×nh bµy kiÕn

thøc vÒ sè phøc, më réng tr−êng, tr−êng ph©n r· còng nh− h×nh ¶nh cña

mét sè nhµ to¸n häc cã ®ãng gãp quan träng cho §Þnh lÝ.
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Ch−¬ng 1

KiÕn thøc chuÈn bÞ

Môc ®Ých cña ch−¬ng nµy lµ nh¾c l¹i mét sè kh¸i niÖm vµ kÕt qu¶ liªn

quan ®Õn ®a thøc trªn mét tr−êng nh− phÐp chia víi d−, nghiÖm cña ®a

thøc ®Ó phôc vô viÖc tr×nh bµy c¸c kÕt qu¶ cña c¸c ch−¬ng sau.

1.1 §a thøc trªn mét tr−êng

1.1.1. §Þnh nghÜa. Mét tËp K cïng víi hai phÐp to¸n céng vµ nh©n ®−îc

gäi lµ tr−êng nÕu:

(a) KÕt hîp: a+(b+c) = (a+b)+c vµ (ab)c = a(bc) víi mäi a, b, c ∈ K.
(b) Giao ho¸n: a+ b = b+ a vµ ab = ba víi mäi a, b ∈ K.
(c) Ph©n phèi: a(b+ c) = ab+ ac víi mäi a, b, c ∈ K.
(d) Tån t¹i ®¬n vÞ 1 ∈ K sao cho a1 = 1a = a víi mäi a ∈ K.
(e) Tån t¹i phÇn tö 0 ∈ K sao cho a+ 0 = 0 + a = a víi mäi a ∈ K.
(g) Mçi a ∈ K, tån t¹i phÇn tö ®èi −a ∈ K sao cho a+ (−a) = 0.

(h) Mçi 0 �= a ∈ K, tån t¹i phÇn tö kh¶ nghÞch a−1 ∈ K sao cho

aa−1 = 1 = a−1a.

Ch¼ng h¹n, Q, R, C lµ c¸c tr−êng. TËp Q[
√

7] = {a+b
√

7 | a, b ∈ Q}
lµ mét tr−êng. Q[

√
p] = {a+ b

√
p | a, b ∈ Q} lµ mét tr−êng nÕu p lµ sè

nguyªn tè.

5
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Tõ nay cho ®Õn hÕt ch−¬ng nµy, lu«n gi¶ thiÕt K lµ mét tr−êng.

1.1.2. §Þnh nghÜa. Mét biÓu thøc d¹ng f(x) = anx
n+ . . .+ a0 trong ®ã

ai ∈ K víi mäi i ®−îc gäi lµ mét ®a thøc cña Èn x (hay biÕn x) víi hÖ

sè trong K . NÕu an �= 0 th× an ®−îc gäi lµ hÖ sè cao nhÊt cña f(x) vµ

sè tù nhiªn n ®−îc gäi lµ bËc cña f(x), kÝ hiÖu lµ deg f(x).

Chó ý r»ng hai ®a thøc f(x) =
∑
aix

i vµ g(x) =
∑
bix

i lµ b»ng nhau

nÕu vµ chØ nÕu ai = bi víi mäi i. Ta chØ ®Þnh nghÜa bËc cho nh÷ng ®a thøc

kh¸c 0, cßn ta quy −íc ®a thøc 0 lµ kh«ng cã bËc. KÝ hiÖu K[x] lµ tËp c¸c

®a thøc Èn x víi hÖ sè trong K . Víi f(x) =
∑
aix

i vµ g(x) =
∑
bix

i,

®Þnh nghÜa f(x) + g(x) =
∑

(aibi)x
i vµ f(x)g(x) =

∑
ckx

k, trong ®ã

ck =
∑

i+j=k aibj.

Ta dÔ dµng kiÓm tra ®−îc tÝnh chÊt sau ®èi víi bËc cña c¸c ®a thøc.

1.1.3. Bæ ®Ò. Víi f(x), g(x) ∈ K[x] ta lu«n cã

deg(f(x) + g(x)) � max{deg f(x),deg g(x)}
deg(f(x).g(x)) = deg f(x) + deg g(x).

§Þnh lÝ sau ®©y, gäi lµ §Þnh lÝ phÐp chia víi d−, ®ãng mét vai trß rÊt

quan träng trong lÝ thuyÕt ®a thøc.

1.1.4. §Þnh lý. Cho f(x), g(x) ∈ K[x], trong ®ã g(x) �= 0. Khi ®ã tån

t¹i duy nhÊt mét cÆp ®a thøc q(x), r(x) ∈ K[x] sao cho

f(x) = g(x)q(x) + r(x), víi r(x) = 0 hoÆc deg r(x) < deg g(x).

Chøng minh. Tr−íc hÕt ta chøng minh tÝnh duy nhÊt. Gi¶ sö

f(x) = g(x)q(x) + r(x) = g(x)q1(x) + r1(x),

trong ®ã r(x), r1(x) b»ng 0 hoÆc cã bËc nhá h¬n bËc cña g(x). Khi ®ã

g(x)(q(x)− q1(x)) = r1(x)− r(x).
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NÕu r(x) �= r1(x) th×

deg(r − r1) = deg
(
g(q − q1)

)
= deg g + deg(q − q1).

§iÒu nµy m©u thuÉn v×

deg(r − r1) � max{deg r,deg r1} < deg g � deg g + deg(q − q1).

Do vËy, r1(x) = r(x). Suy ra g(x)(q(x)− q1(x)) = 0. V× g(x) �= 0 nªn

q(x)− q1(x) = 0, tøc lµ q(x) = q1(x).

B©y giê ta chøng minh sù tån t¹i. NÕu deg f(x) < deg g(x) th× ta

chän q(x) = 0 vµ r(x) = f(x). Gi¶ sö deg f(x) ≥ deg g(x). ViÕt

f(x) = amx
m + . . . + a0 vµ g(x) = bnx

n + . . . + b0 víi am, bn �= 0 vµ

n � m. Chän h(x) =
am
bn
xm−n. §Æt f1(x) = f(x) − g(x)h(x). Khi ®ã

f1(x) = 0 hoÆc f1(x) cã bËc thùc sù bÐ h¬n bËc cña f(x). Trong tr−êng

hîp f1(x) = 0, ta t×m ®−îc d− cña phÐp chia f(x) cho g(x) lµ r(x) = 0

vµ th−¬ng lµ q(x) = h(x). NÕu f1(x) �= 0 th× ta tiÕp tôc lµm t−¬ng tù víi

f1(x) vµ ta ®−îc ®a thøc f2(x). Cø tiÕp tôc qu¸ tr×nh trªn ta ®−îc d·y ®a

thøc f1(x), f2(x), . . . , nÕu chóng ®Òu kh¸c 0 th× chóng cã bËc gi¶m dÇn.

V× thÕ sau h÷u h¹n b−íc ta ®−îc mét ®a thøc cã bËc bÐ h¬n bËc cña g(x)

vµ ®ã chÝnh lµ ®a thøc d− r(x). NÕu mét ®a thøc cña d·y b»ng 0 th× d−

r(x) = 0. ThÕ vµo råi nhãm l¹i ta t×m ®−îc q(x).

Trong ®Þnh lý trªn, q(x) ®−îc gäi lµ th−¬ng vµ r(x) ®−îc gäi lµ d−

cña phÐp chia f(x) cho g(x). NÕu d− cña phÐp chia f(x) cho g(x) lµ 0

th× tån t¹i q(x) ∈ K[x] sao cho f(x) = g(x)q(x). Trong tr−êng hîp nµy

ta nãi r»ng f(x) chia hÕt cho g(x) hay g(x) lµ −íc cña f(x).
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1.2 NghiÖm cña ®a thøc

1.2.1. §Þnh nghÜa. Víi mçi f(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0 ∈ K[x] vµ α

lµ phÇn tö trong mét tr−êng chøa K, ta ®Æt f(α) = anα
n+ . . .+a1α+a0.

NÕu f(α) = 0 th× ta nãi α lµ nghiÖm cña f(x).

Ch¼ng h¹n, sè
√

2 ∈ R lµ nghiÖm cña ®a thøc x2 − 2 ∈ Q[x].

1.2.2. HÖ qu¶. PhÇn tö a ∈ K lµ nghiÖm cña ®a thøc f(x) ∈ K[x] nÕu

vµ chØ nÕu tån t¹i ®a thøc g(x) ∈ K[x] sao cho f(x) = (x− a)g(x).

Chøng minh. Chia f(x) cho x− a, d− hoÆc b»ng 0 hoÆc lµ mét ®a thøc

bËc 0 v× bËc cña (x−a) b»ng 1. V× vËy, d− lµ mét phÇn tö r ∈ K. Ta cã

f(x) = (x−a)q(x)+r. Thay x = a vµo ®¼ng thøc ta ®−îc r = f(a).

Cho k > 0 lµ mét sè nguyªn. Mét phÇn tö a ∈ K ®−îc gäi lµ mét

nghiÖm béi k cña ®a thøc f(x) ∈ K[x] nÕu f(x) chia hÕt cho (x − a)k

nh−ng kh«ng chia hÕt cho (x−a)k+1. NÕu k = 1 th× a ®−îc gäi lµ nghiÖm

®¬n. NÕu k = 2 th× a ®−îc gäi lµ nghiÖm kÐp.

1.2.3. HÖ qu¶. PhÇn tö a ∈ K lµ nghiÖm béi k cña f(x) ∈ K[x] nÕu vµ

chØ nÕu f(x) = (x− a)kg(x) víi g(x) ∈ K[x] vµ g(a) �= 0.

Chøng minh. Gi¶ sö a lµ nghiÖm béi k cña f(x). V× f(x) chia hÕt cho

(x − a)k nªn f(x) = (x − a)kg(x) víi g(x) ∈ K[x]. NÕu g(a) = 0 th×

theo HÖ qu¶ 1.2.2 ta cã g(x) = (x − a)h(x) víi h(x) ∈ K[x] vµ do

®ã f(x) chia hÕt cho (x − a)k+1, v« lÝ. VËy g(a) �= 0. Ng−îc l¹i, v×

f(x) = (x− a)kg(x) nªn f(x) chia hÕt cho (x− a)k. NÕu f(x) chia hÕt

cho (x− a)k+1 th× f(x) = (x− a)k+1h(x) víi h(x) ∈ K[x]. Do ®ã

(x− a)kg(x) = (x− a)k+1h(x).

Do K lµ tr−êng nªn g(x) = (x−a)h(x). Suy ra g(a) = 0, m©u thuÉn.

VËy f(x) kh«ng chia hÕt cho (x− a)k+1.
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1.2.4. HÖ qu¶. Cho a1, a2, . . . , ar ∈ K lµ nh÷ng nghiÖm ph©n biÖt cña

f(x) ∈ K[x]. Gi¶ sö ai lµ nghiÖm béi ki cña f(x) víi i = 1, 2, . . . , r. Khi

®ã f(x) = (x− a1)k1(x− a2)k2 . . . (x− ar)kru(x), trong ®ã u(x) ∈ K[x]

vµ u(ai) �= 0 víi mäi i = 1, . . . , r.

Chøng minh. Ta chøng minh b»ng quy n¹p theo r. Tr−êng hîp r = 1

®−îc suy ra tõ HÖ qu¶ 1.2.3. Cho r > 1. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p, tån t¹i

h(x) ∈ K[x] sao cho f(x) = (x− a1)k1(x− a2)k2 . . . (x− ar−1)kr−1h(x),

trong ®ã h(x) ∈ K[x] vµ h(ai) �= 0 víi mäi i = 1, . . . , r − 1. V× ar lµ

nghiÖm cña f(x) nªn ta cã

0 = f(ar) = (ar − a1)k1(ar − a2)k2 . . . (ar − ar−1)kr−1h(ar).

Do ar �= ai víi mäi i = 1, . . . , r − 1 nªn h(ar) = 0. Gi¶ sö h(x) =

(x − ar)tu(x) trong ®ã u(x) ∈ K[x], u(ar) �= 0 vµ t > 0 lµ mét sè

nguyªn. V× h(ai) �= 0 nªn u(ai) �= 0 víi mäi i = 1, . . . , r − 1. Do ar

lµ nghiÖm béi kr cña f(x) nªn t � kr. H¬n n÷a, f(x) cã sù ph©n tÝch

f(x) = (x− ar)krv(x), trong ®ã v(x) ∈ K[x] vµ v(ar) �= 0. V× thÕ ta cã

f(x) = (x− ar)krv(x) = (x− a1)k1 . . . (x− ar−1)kr−1(x− ar)tu(x).

Chó ý r»ng K lµ tr−êng, v× thÕ gi¶n −íc c¶ hai vÕ cho (x− ar)t ta ®−îc

(x− ar)kr−tv(x) = (x− a1)k1 . . . (x− ar−1)kr−1u(x).

NÕu t < kr th× khi thay x = ar vµo ®¼ng thøc trªn ta cã vÕ tr¸i b»ng 0,

cßn vÕ ph¶i kh¸c 0, ®iÒu nµy lµ v« lý. VËy t = kr. V× thÕ f cã ph©n tÝch

f(x) = (x− a1)k1 . . . (x− ar−1)kr−1(x− ar)kru(x)

trong ®ã u(ai) �= 0 víi mäi i = 1, . . . , r.

1.2.5. HÖ qu¶. Cho 0 �= f(x) ∈ K[x] lµ ®a thøc. Khi ®ã sè nghiÖm cña

f(x), mçi nghiÖm tÝnh víi sè béi cña nã, kh«ng v−ît qu¸ bËc cña f(x).
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