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Chöông 1

Chuaån treân tröôøng

1.1 Caùc khaùi nieäm cô baûn

Ñònh nghóa 1.1.1. Cho F laø moät tröôøng, aùnh xaï |.| : F → R ñöôïc goïi laø chuaån treân F neáu
noù thoûa maõn ba tính chaát sau:

i. |x| ≥ 0; ∀x ∈ F vaø |x| = 0 ⇔ x = 0

ii. |xy| = |x||y|; ∀x, y ∈ F

iii. |x + y| ≤ |x| + |y|; ∀x, y ∈ F

Ví duï.

1. Laáy F = Q, R, C ; vôùi giaù trò tuyeät ñoái thoâng thöôøng laø chuaån.

2. Laáy F laø tröôøng tuøy yù, ∀x ∈ F , ta ñònh nghóa

|x| =

{
1 neáu x 6= 0
0 neáu x = 0

laø chuaån taàm thöôøng.

Tính chaát.

1. |1| = 1

2. |x−1| = 1
|x| ; ∀x 6= 0

3. Neáu F laø tröôøng höõu haïn thì treân F coù duy nhaát moät chuaån laø chuaån taàm thöôøng.
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1.1.1 Chuaån töông ñöông

Cho F laø tröôøng; |.| laø chuaån treân F . Khi ñoù, chuaån |.| caûm sinh ra meâtric d(x, y) = |x− y|.
Toâpoâ sinh bôûi meâtric naøy ñöôïc goïi laø toâpoâ caûm sinh bôûi chuaån |.|.

Ñònh nghóa 1.1.2. Cho hai chuaån |.|1, |.|2 treân tröôøng F . Ta noùi |.|1 vaø |.|2 laø töông ñöông
vôùi nhau khi vaø chæ khi toâpoâ caûm sinh bôûi hai chuaån naøy laø truøng nhau.

Kyù hieäu |.|1 ∼ |.|2

Ñònh lyù 1.1.1 (Caùc ñieàu kieän töông ñöông cuûa chuaån). Cho F laø tröôøng; vôùi |.|1, |.|2 laø
hai chuaån treân F , caùc khaúng ñònh sau töông ñöông

1. |x|1 < 1 ⇔ |x|2 < 1; ∀x ∈ F .

2. |x|1 ≤ 1 ⇔ |x|2 ≤ 1; ∀x ∈ F .

3. Toàn taïi c > 0 sao cho |x|1 = |x|c2; ∀x ∈ F

4. Daõy {xn} laø daõy Cauchy ñoái vôùi chuaån |.|1 ⇔ daõy {xn} laø daõy Cauchy ñoái vôùi chuaån
|.|2.

5. |.|1 ∼ |.|2

Chöùng minh.

1. ⇒ 2. Vôùi moïi x ∈ F, x 6= 0; ta coù |x|1 > 1 ⇔ |1/x|1 < 1 ⇔ |1/x|2 < 1 ⇔ |x|2 > 1. Do ñoù
|x|1 ≤ 1 ⇔ |x|2 ≤ 1; ∀x ∈ F, x 6= 0, vôùi x = 0 hieån nhieân.

2. ⇒ 1. Vôùi x = 0 hieån nhieân.
Vôùi moïi x ∈ F, x 6= 0; ta coù |x|1 ≥ 1 ⇔ |1/x|1 ≤ 1 ⇔ |1/x|2 ≤ 1 ⇔ |x|2 ≥ 1. Do ñoù
|x|1 < 1 ⇔ |x|2 < 1; ∀x ∈ F, x 6= 0

1. ⇒ 3. • Neáu chuaån |.|1 laø chuaån taàm thöôøng thì chuaån |.|2 cuõng laø chuaån taàm thöôøng.
Thaät vaäy, vôùi moïi x ∈ F, x 6= 0 ta coù |x|1 = 1.
Neáu |x|2 > 1 thì |1/x|2 < 1 ⇒ |1/x|1 < 1 (maâu thuaãn)
Neáu |x|2 < 1 thì |x|1 < 1 (maâu thuaãn)
Do ñoù |x|2 = 1 hay |.|2 laø chuaån taàm thöôøng. Vaäy |.|1 ≡ |.|2

• Neáu |.|1 khoâng laø chuaån taàm thöôøng thì toàn taïi x0 ∈ F sao cho |x0|1 > 1, do
ñoù |x0|2 > 1. Ñaët a = |x0|1 vaø b = |x0|2. Khi ñoù, ∀x ∈ F, x 6= 0 ta vieát
|x|1 = ay, y = loga |x|1. Ta seõ chöùng minh |x|2 = by . Thaät vaäy, laáy m

n
> y ta coù

|x|1 = ay < a
m
n = |x0|

m
n
1 ⇒ |xn|1 < |xm

0 |1

⇒ |xn/xm
0 |1 < 1 ⇒ |xn/xm

0 |2 < 1 ⇒ |x|2 < b
m
n
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cho m
n
→ y ta ñöôïc |x|2 ≤ by .

Töông töï neáu laáy y > m
n
, thì ta ñöôïc |x|2 ≥ by .

Vaäy |x|2 = by . Do ñoù

|x|1 = ay = (by)logb a = |x|c2; vôùi c = logb a > 0

Vôùi x = 0 hieån nhieân ñaúng thöùc treân cuõng thoûa maõn.

3. ⇒ 4. Daõy {xn} laø daõy Cauchy ñoái vôùi chuaån |.|1 khi vaø chæ khi

|xn − xm|1 → 0 khi m,n → ∞

⇔ |xn − xm|1/c
1 → 0 khi m,n → ∞ vôùi c > 0

⇔ |xn − xm|2 → 0 khi m,n → ∞

⇔ Daõy {xn} laø daõy Cauchy ñoái vôùi chuaån |.|2 .

4. ⇒ 1. Giaû söû |x|1 < 1 ta caàn chöùng minh |x|2 < 1. Töø giaû thieát |x|1 < 1 ta suy ra xn → 0 ñoái
vôùi chuaån |.|1. Do ñoù {xn} laø daõy Cauchy ñoái vôùi |.|1 hay {xn} laø daõy Cauchy ñoái vôùi
|.|2. Ñieàu naøy coù nghóa laø (xn+1 − xn) → 0 ñoái vôùi chuaån |.|2 hay xn(x − 1) → 0 ñoái
vôùi chuaån |.|2. Do ñoù |xn|2|1− x|2 → 0. Maø |1− x|2 6= 0 suy ra |xn|2 → 0 hay |x|2 < 1.

3. ⇒ 5. Goïi τ1, τ2 laàn löôït laø toâpoâ ñöôïc caûm sinh töø chuaån |.|1, |.|2. Laáy A ∈ τ1, ∀x ∈ A thì toàn
taïi B1(x, r) ⊂ A. Khi ñoù

y ∈ B1(x, r) ⇔ |y − x|1 < r ⇔ |y − x|1/c
1 < r1/c

⇔ |y − x|2 < r1/c ⇔ y ∈ B2(x, r1/c) ⇔ B1(x, r) = B2(x, r1/c)

Ñieàu naøy coù nghóa laø toàn taïi B2(x, r1/c) ⊂ A. Do ñoù A ∈ τ2.
Vaäy τ1 ≡ τ2

5. ⇒ 1. Giaû söû |x|1 < 1 suy ra |xn|1 → 0. Do |.|1 ∼ |.|2 neân |xn|2 → 0. Suy ra |x|2 < 1

1.2 Chuaån phi Archimedean

Ñònh nghóa 1.2.1. Cho F laø tröôøng vaø |.| laø chuaån treân F . Khi ñoù chuaån |.| ñöôïc goïi laø
chuaån phi Archimedean neáu noù thoûa maõn theâm ñieàu kieän

iii’. |x + y| ≤ max{|x|, |y|}; ∀x, y ∈ F

Ví duï.

1. Chuaån taàm thöôøng treân tröôøng F laø chuaån phi Archimedean.
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2. Neáu F laø tröôøng höõu haïn thì moïi chuaån treân F ñeàu laø chuaån taàm thöôøng. Do ñoù,
moïi chuaån treân tröôøng höõu haïn F ñeàu laø phi Archimedean.

3. Cho p laø soá nguyeân toá. Khi ñoù ∀x ∈ Q, x 6= 0 ñöôïc bieåu dieãn döôùi daïng

x = pa m

n
; vôùi a,m, n ∈ Z; n 6= 0; (m, p) = 1, (n, p) = 1

Kyù hieäu a = ordp(x)
Qui öôùc ordp(0) = ∞

Boå ñeà 1.2.1. Cho p laø soá nguyeân toá. Khi ñoù ∀x, y ∈ Q ta coù

i. ordp(xy) = ordp(x) + ordp(y)

ii. ordp(x + y) ≥ min{ordp(x), ordp(y)}

Laáy ρ ∈ (0, 1). Khi ñoù chuaån |.| : Q → R xaùc ñònh bôûi

|x| =

{
ρordp(x) neáu x 6= 0
0 neáu x = 0

laø chuaån phi Archimedean treân Q
Laáy ρ1, ρ2 ∈ (0, 1) vaø goïi |.|1, |.|2 töông öùng laø hai chuaån ñöôïc xaùc ñònh theo ρ1, ρ2.
Khi ñoù |.|1 ∼ |.|2. Thaät vaäy ∀x ∈ Q, x 6= 0

|x|1 = ρ
ordp(x)
1 = (ρ

ordp(x)
2 )logρ2ρ1 = |x|c2; vôùi c = logρ2ρ1 > 0

Laáy ρ = 1
p
, ta coù chuaån |.|p : Q → R xaùc ñònh bôûi

|x|p =

{
p−ordp(x) neáu x 6= 0
0 neáu x = 0

laø chuaån phi Archimedean treân Q. Ta hay goïi laø chuaån p-adic treân Q.

Ñònh lyù 1.2.1 (Caùc ñieàu kieän cuûa chuaån phi Archimedean). Cho F laø tröôøng vôùi e laø phaàn
töû ñôn vò vaø |.| laø chuaån treân F . Caùc ñieàu kieän sau ñaây laø töông ñöông.

1. Chuaån |.| laø chuaån phi Archimedean.

2. |2| ≤ 1, vôùi 2 = 2.e = e + e.

3. |n| ≤ 1, vôùi n = n.e = e + e + · · · + e︸ ︷︷ ︸
n

4. Taäp N = {n = n.e | n ∈ N} bò chaën.
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Chöùng minh.

1. ⇒ 2. Ta coù |2| = |e + e| ≤ max{|e|, |e|} = 1

2. ⇒ 3. Neáu n ∈ N thì n = a0 + a12 + · · · + as2
s .

Trong ñoù ai ∈ {0, 1}, ∀i = 0, 1, . . . , s; as = 1.
Suy ra |ai| ≤ 1, ∀i = 0, 1, . . . , s. Do ñoù

|n| = |a0 + a12 + · · · + as2
s| ≤ |a0| + |a1||2| + · · · + |as||2s|

≤ 1 + 1 + · · · + 1 = s + 1

Maët khaùc, ta coù
2s ≤ n < 2s+1

Suy ra
s + 1 ≤ log2 n + 1

Do ñoù
|n| ≤ log2 n + 1

Khi ñoù, vôùi moïi soá nguyeân döông k, ta coù

|nk| ≤ log2 nk + 1 = k log2 n + 1 ≤ k(log2 n + 1)

Suy ra
|n| ≤ k1/k(log2 n + 1)1/k

Cho k → ∞, ta seõ coù |n| ≤ 1

3. ⇒ 4. Hieån nhieân.

4. ⇒ 1. Giaû söû taäp N bò chaën, toàn taïi a ∈ R sao cho |n| ≤ a; ∀n ∈ N . Khi ñoù

|x + y|n = |(x + y)n| = |
n∑

k=0

Ck
nxkyn−k|

≤
n∑

k=0

|Ck
n||x|k|y|n−k ≤

n∑

k=0

a|x|k|y|n−k

≤ (n + 1)a(max{|x|, |y|})n

Suy ra
|x + y| ≤ n

√
n + 1 n

√
amax{|x|, |y|}

Cho n → ∞ thì n
√

n + 1 n
√

a → 1. Do ñoù

|x + y| ≤ max{|x|, |y|}

Vaäy |.| laø chuaån phi Archimedean.
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1.2.1 Tính chaát cô baûn cuûa chuaån phi Archimedean

Meänh ñeà 1.2.1 (Nguyeân lyù tam giaùc caân). Cho |.| laø chuaån phi Archimedean treân tröôøng F .
Neáu |x| 6= |y| thì |x + y| = max{|x|, |y|}.

Chöùng minh. Khoâng maát tính toång quaùt, ta giaû söû |x| > |y|. Khi ñoù, ta coù

|x| = |x + y − y| ≤ max{|x + y|, |y|} ≤ max{|x|, |y|} = |x|

Suy ra
|x| = max{|x + y|, |y|}

Maø |x| > |y| neân |x| = |x + y|. Vaäy |x + y| = max{|x|, |y|}.

Meänh ñeà 1.2.2. Cho |.| laø chuaån phi Archimedean treân tröôøng F . Neáu daõy {xn} → x 6= 0 thì
toàn taïi n0 ∈ N sao cho |xn| = |x|, ∀n ≥ n0

Chöùng minh. Vì x 6= 0 neân |x| > 0 vaø do {xn} → x neân toàn taïi n0 ∈ N sao cho |xn − x| <
|x|; ∀n ≥ n0. theo nguyeân lyù tam giaùc caân, ta coù |xn| = |xn − x + x| = max{|xn − x|, |x|} =
|x|; ∀n ≥ n0

1.3 Chuaån treân Q
Ñònh lyù 1.3.1 (Ñònh lyù Ostrowski). Moïi chuaån khoâng taàm thöôøng |.| treân Q ñeàu töông ñöông
vôùi chuaån giaù trò tuyeät ñoái thoâng thöôøng hoaëc chuaån |.|p, vôùi p laø soá nguyeân toá naøo ñoù.

Chöùng minh.

1. Neáu |2| > 1 thì |.| laø chuaån Archimedean.
Laáy n ∈ N, giaû söû n = a0 + a12 + · · · + as2

s , trong ñoù ai ∈ {0; 1} vaø 2s ≤ n < 2s+1;
|2| = 2a, a = log2 |2|. Ta coù

|n| ≤ |a0| + |a1||2| + · · · + |as||2|s ≤ 1 + 2a + · · · + 2as ≤ 2asC ≤ naC

Suy ra
|nk| ≤ nkaC ⇒ |n| ≤ naC1/k

Cho k → ∞ ta ñöôïc |n| ≤ na

Maët khaùc, do 2s ≤ n < 2s+1 neân ta coù

|2s+1| = |n + 2s+1 − n| ≤ |n| + |2s+1 − n|

Suy ra
|n| ≥ |2s+1| − |2s+1 − n| ≥ 2(s+1)a − (2s+1 − n)a ≥ 2(s+1)a − 2sa

Do ñoù
|n| ≥ 2(s+1)aC ′ ≥ naC ′


