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MG dau

Ly thuyét diem bat dong c¢6 tng dung trong nhiéu linh vice ctia toan
hoc : phuong trinh vi phan (thuong va dao ham riéng), phuong trinh tich
phan, hé phuong trinh phi tuyén, phuong trinh ham, t6i uu hoa. .. Trong
nhiéu bai toan lien quan dén cac phuong trinh, van dé ton tai nghiém
clia cdc phuong trinh duge xét 13 mot trong nhiing van deé cot yéu. No 1a
co 86 dé phat trien cac phuong phap khac nhau tim nghiém xap xi hoac
nghiém chinh xac clia cac phuong trinh d6. Céc dinh 1y ton tai dicm bat
dong la cong cu dic luc dé giai quyét van dé tréen.

Cho X la mot tap khac rong tuy v, f 1a mot anh xa tir X vao X (ta sé goi
mot anh xa nhu vay 1a mot ty 4nh xa ctia X). Phan it x* thuoc X goi 1a
mot diem bat dong clia f néu f(x*) = x*.

Dé tng dung dugc 1y thuyét diem bat dong vao cac phuong trinh khéc
nhau, phuong trinh duge xét can phai bién doi thanh phuong trinh tuong
duong dang f(x) = x, trong d6 f la mot ty anh xa cia tap X (thuong la
tap con cla tap xac dinh ctia phuong trinh ban dau). Khi d6 van dé ton
tai nghiém ctia phuong trinh dude xét dude quy vé van dé ton tai diem
bat dong ctia anh xa f.

Cac dinh ly diém bat dong co dién nhat la nguyen 1y anh xa co Ba-
nach (1922), dinh ly diém bat dong Brower(1912), dinh Iy diém bat dong
Schauder(1930). Ngay sau khi duge chiing minh cac dinh 1y nay da tim
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dugc cac tng dung trong cac linh vuc vita ké trén. Luan van nay dé cap
dén mot s6 md rong ciia nguyén ly anh xa co Banach, dinh 1y Shauder
va ching minh mot s6 khang dinh khéc lien quan dén diém bat dong. Dé
minh hoa cho cac ting dung, luan van dua ra mot s6 ing dung clia céc
dinh 1y va khang dinh trén trong cac linh vuec sau : Iy thuyét ham, phuong
trinh vi phan, phuong trinh tich phan, dai s6 tuyén tinh,. ..

Tac gia chan thanh cam on thay huéng dan T. S Hoang Van Hung (Vién
Khoa hoc Co ban, Dai hoc Hang hai Viet Nam) va tap thé cac thay co
giao nganh Toan Ung dung, Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyen, vi
da tan tinh huéng dan va quan tam dén cong viéc clia tac gia trong sudt

thoi gian chuan bi luan van.

Hai phong, ngay 12 thang 6 nam 2012

Hoang Van Diép
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Chuong 1

Nguyén ly anh xa co Banach va

moét s6 tng dung.

1.1 Diém bat dong ctia mot tw anh xa trén mot tap

tuy ¥ va mot s6 dinh 1y ton tai.

Trong muc nay tac gia giéi thieu khai niem diém bat dong, ching
minh mot s6 dinh 1y ton tai so cap doi véi mot tu anh xa trén mot tap
tuy v va cho mot so ting dung ctia cac dinh 1y nay.

Dinh nghia 1.1.1. Cho X la mot tap khac rong tuy v, f la mot anh xa
tir X vao X (ta sé& goi mot anh xa nhu vay 13 mot ty anh xa ctia X). Phan
t1t x* thuoe X goi la mot diém bat dong ctia f néu f(x*) = x*.

Ky hieu M(X) la tap cac tu anh xa ctia mot tap X (ta sé luon gia
thiét X khac rong). Ta néi hai phan i f, g ctia M(X) giao ho4an nhau néu
fg = gf, trong do fg chi tich ctia anh xa f v6i anh xa g.

Ky hieu f° chi 4nh xa dong nhat cta X, f& = f.fF=1 = fF=1 f o0i 1a luy
thirta bac k cta f (k 14 06 nguyen khong am). Ro rang cac luy thia cla f
giao hoan nhau.

Ménh dé 1.1.1. Néu f,g 13 hai phan tit giao hodn nhau ctia M(X) va x*
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Ia mot diém bat dong ctia g thi f(x*) cling la mot diem bat dong clia g.
Chitng minh. Ta c6 : g(f(x*)) =f(g(x*)) = f(x*). Vay f(x*) 1a mot diem
bat dong clia g.

Ménh dé 1.1.2. Gia sit f la mot ty anh xa ciia X va h = f* ( k 1a s6
nguyéen duong), A 1a tap tat ca cac diem bat dong ctia h va duge gia thiét
la khac rong. Khi d6 thu hep f |4 cia anh xa f la mot don anh tit A vao
A. Noi rieng, néu A hitu han thi thu hep f|4 14 mot song dnh tir A lén
A.

Chiing minh. Béi vi h 1la mot luy thua cua f thi f va h giao hoan nhau.
Theo ménh dé 1.1.1 ta ¢6 f (A) C A. Néu ton tai cac phan tit khac nhau
a, b ctia A sao cho f(a) = f(b) thi

a = h(a) =f(a) =11 (E(a)) =1*"1(f(b)) =£*(b) = h(b) =D

. Mau thuan. Vay f 1a mot don anh tir A vao A. Néu A 1a tap hitu han
thi mot don anh tu A vao A phai la mot song anh.

Ménh dé 1.1.3. Gia thiét nhu menh deé 1.1.2, chi ¢6 diéu tap cac diem
bat dong A ciia h c6 thé bang rong. Néu c6 sé nguyen duong p> 2 sao
cho tap diem bat dong B ctia h? thod man B\ A khéac rong thi thu hep
cua f len B\ A la mot don anh tit B\ A vao B\ A.

Chitng minh. Néu x* 1a mot diém bat dong ctia h thi x* ciing phai
14 mot diém bat dong ctia h? = f* nen A ¢ B . Ap dung menh dé
1.1.2 ta suy ra thu hep cua f léen B phai la mot don anh tu B vao B.
Vay chi can chiing minh f 4anh xa B\ A vao B\ A. Néu A bang rong thi
khong c6 gi phai chting minh. Gia st trai lai A khac rong va ton tai
b € B\A sao cho f(b) € A. Khi d6, vi f*=1 va h giao hoan nhau nén
theo ménh dé 1.1.1 f*7=1 (£ (b)) 1a mot diém bat dong ciia h, nhu vay ta
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c6 b= hP (b) = f* (b) = f*=1(f (b)) € A. Mau thuan.

Vay f anh xa B\ A vao B\ A.

Hé qua : Néu B\ A hitu han thi thu hep cua f lén B\ A la mot phép the
cua B\A.

Dinh 1y 1.1.1 ( xem [1] ) : Gid st g la mot tuy anh xa ctua tap X c6 tap
diém bat dong 1a A (A c6 thé bang rong). Néu ton tai so nguyen duong
m > 2 sao cho g™ c6 tap diém bat dong la B va B\ A ¢6 ding n phan ti
(n > 1) thi khong ton tai 4nh xa f thuoc M(X) sao cho =g

Chitng manh. Gid st trai lai ton tai anh xa f thuoc M(X) sao cho =g
Ap dung hée qua ctia ménh dé 1.1.3 ta suy ra thu hep ctia f len B\A la
mot phép thé clia n phan tit. Béi vi tap cac phép thé clia mot tap hitu
han gom n phan t1t 1a mot nhém gom n! phan tit v6i phép hop thanh 1a
tich cadc anh xa, mat khac chu ky ctia moi phan tif clia mot nhém hitu
han 14 udc cta cap (= s6 phan tt) clia nhém nén ta suy ra thu hep cta
f™ len B\ A phai la anh xa dong nhat. Nhu vay f™ = g giit bat dong céac
phan t1i ctia B\ A , noi cach khac tap cac diém bat dong ctia g chita B,
trong khi theo gia thiét tap cac diém bat dong ctia g la A - tap con thuc
st clia B. Mau thuan. Vay khong ton tai anh xa f thuoe M(X) sao cho
fn! =g.

Tu dinh 1y 1.1.1 suy ra :

Ménh dé 1.1.4 : Néu f la tu anh xa clia tap X va ton tai s6 nguyen
duong m > 2 sao cho f™™ ¢6 tap diém bat dong B chia tap cac diém
bat dong A ciia f nhu mot tap con thuce syt thi B\ A phai ¢6 khong it
hon n + 1 phan ti1.

Nhan xét : Menh dé 1.1.4 tong quat hod ménh dé 4 trong [1].

Chitng minh. Gia su tap B\ A chtta k phan tit va 1 < k < n. Theo dinh

S6 héa boi Trung tam Hoc liéu — Dai hoc Thdi Nguyén http://'www.lrc-tnu.edu.vn



6

Iy 1.1.1 khong ton tai anh xa h thuoe M(X) sao cho A* = f™ = g. Nhung
diéu nay mau thuan, bdi vi g = (fd)k! voi d = n!/k!. Vay B\ A phai co
it nhat n+1 phan tii.

Meénh dé 1.1.5 : Gia st f 1a mot tu anh xa ctia tap X . Néu ton tai so
nguyéen duong m sao cho f™ c¢6 duy nhat mot diém bat dong thi d6 ciing
chinh la diém bat dong duy nhat cia f.

Chiing minh. Néu m = 1 thi khong c6 gi phai chiing minh. Gia st m > 2.
Vi mot diem bat dong ctia f ciing 1a mot diém bat dong ciia f™ nén ti
gid thiét suy ra f khong thé c6 qua mot diem bat dong. Néu tap diém bat
dong ctia f 1a rong thi v6i cach ky hiéu nhu trong ménh dé 1.1.4 ta c6
B\A c¢6 ding 1 phan tit. Nhung 16 rang f™ = f™. Vay ap dung ménh
dé 1.1.4 v6i n = 1 ta suy ra B\ A phéi ¢6 it nhat 2 phan tit. Mau thuan.
Vay f phai ¢6 ding mot diem bat dong. Diém bat dong nay hién nhién
tring voi diem bat dong duy nhat ctia f™.

Dinh nghia 1.1.2 : Ty anh xa f clia tap X goi la mot anh xa hang néu
f(X) gom chi mot phan ti.

Ménh dé 1.1.6 : Néu f 1a tu anh xa ciia tap X va ton tai s6 m nguyen
duong sao cho f™ la anh xa hing thi f ¢ diém bat dong duy nhat.
Chitng minh. Néu f™ (X) = {2*} thi hién nhién z* 1a diém bat dong
duy nhat ctia f™ . Do d6 khang dinh ctia ménh dé 1.6 suy ra tit ménh deé
1.1.5.

Dinh nghia 1.1.3 : Cho f 1a mot ty dong cau ctia khong gian véc to V.
Khi d6 f cam sinh mot ty anh xa F trén tap X cac khong gian con cuia V:
F dat tuong ting khong gian con S ctia V véi khong gian con f(S) ctia V.
Ta no6i khong gian con S ciia V 1a mot khong gian con bat bién ctia f néu

S 1a mot diem bat dong ctia anh xa F, ttc 1a £(S) = S.
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