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Më ®Çu
Quy ho¹ch låi lµ mét líp bµi to¸n quan träng cña tèi u hãa. Líp bµi

to¸n nµy cã nhiÒu øng dông trong c¸c lÜnh vùc kh¸c nhau nh kinh tÕ, kÜ
thuËt, c«ng nghÖ...

Mét tÝnh chÊt quan träng cña bµi to¸n quy ho¹ch låi lµ nghiÖm tèi u
®Þa ph¬ng còng lµ nghiÖm tèi u toµn côc. TÝnh chÊt nµy cho phÐp c¸c
c«ng cô ®Þa ph¬ng cña gi¶i tÝch nh giíi h¹n, vi ph©n, vv... cã thÓ sö dông
hiÖu qu¶ trong líp bµi to¸n quy ho¹ch låi. §iÒu nµy gi¶i thÝch v× sao líp
bµi to¸n quy ho¹ch låi ®· cã mÆt lý thuyÕt còng nh ph¬ng ph¸p gi¶i kh¸
hoµn chØnh.

Mét ph¬ng ph¸p gi¶i quan träng vµ hiÖu qu¶ vÒ mÆt tÝnh to¸n cho líp
bµi to¸n quy ho¹ch låi lµ ph¬ng ph¸p ®iÓm trong.

Môc ®Ých cña luËn v¨n lµ tr×nh bµy ph¬ng ph¸p ®iÓm trong ®Ó gi¶i bµi
to¸n quy ho¹ch låi. ViÖc t×m hiÓu vµ nghiªn cøu chñ ®Ò nµy lµ rÊt cÇn thiÕt
vµ h÷u Ých ®Ó hiÓu ®îc c¸c më réng vµ øng dông cña ph¬ng ph¸p ®iÓm
trong vµo c¸c bµi to¸n tèi u kh¸c.

LuËn v¨n gåm ba ch¬ng:
* Ch¬ng 1: Giíi thiÖu nh÷ng kiÕn thøc c¬ b¶n nhÊt vÒ gi¶i tÝch låi. §ã

lµ tËp låi, tËp låi ®a diÖn, hµm låi, tÝnh liªn tôc cña hµm låi, díi vi ph©n
cña hµm låi vµ c¸c vÝ dô minh häa; chóng ®îc sö dông ë c¸c ch¬ng tiÕp
theo.

* Ch¬ng 2: Tr×nh bµy kh¸i niÖm bµi to¸n quy ho¹ch låi vµ c¸c tÝnh chÊt
c¬ b¶n cña bµi to¸n quy ho¹ch låi. §ã lµ sù tån t¹i nghiÖm tèi u vµ ®iÒu
kiÖn tèi u cña bµi to¸n quy ho¹ch låi.

* Ch¬ng 3: Lµ ch¬ng chÝnh cña luËn v¨n. Tr×nh bµy ph¬ng ph¸p ®iÓm
trong gi¶i bµi to¸n quy ho¹ch låi, c¸c vÝ dô minh häa, tÝnh ®ång thuËn vµ
thuËt to¸n gèc.
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Ch¬ng 1

TËp låi vµ hµm låi trong Rn

Trong ch¬ng nµy chóng ta sÏ tr×nh bµy nh÷ng kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ gi¶i
tÝch låi trong kh«ng gian h÷u h¹n chiÒu Rn. C¸c kiÕn thøc nµy sÏ ®îc sö
dông trong c¸c ch¬ng sau. Néi dung cña ch¬ng ®îc trÝch dÉn tõ c¸c tµi
liÖu tham kh¶o [1], [2] vµ [3].

1.1. TËp låi

1.1.1. ®Þnh nghÜa

§Þnh nghÜa 1.1. Cho hai ®iÓm a, b trong kh«ng gian Rn. ®êng th¼ng ®i qua
hai ®iÓm a vµ b lµ tËp tÊt c¶ c¸c ®iÓm x trong Rn cã d¹ng

x = λa + (1− λ)b, λ ∈ R

®o¹n th¼ng nèi hai ®iÓm a, b lµ tËp hîp c¸c ®iÓm cã d¹ng

x = λa + (1− λ)b, λ ∈ [0; 1]

§Þnh nghÜa 1.2. Mét tËp C ∈ Rn ®îc gäi lµ mét tËp låi nÕu C chøa mäi

®o¹n th¼ng ®i qua hai ®iÓm bÊt k× cña nã. Tøc lµ C låi khi vµ chØ khi

∀x, y ∈ C,∀λ ∈ [0; 1] =⇒ λx + (1− λ)y ∈ C

ta nãi x lµ tæ hîp låi c¸c ®iÓm (vect¬) x1, x2, ..., xk nÕu

x =
k∑

j=1

λjx
j, λj > 0,∀j = 1, ..., k,

k∑
j=1

λj = 1.
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§Þnh nghÜa 1.3. Mét tËp D ®îc gäi lµ tËp affine nÕu D chøa mäi ®êng

th¼ng ®i qua hai ®iÓm bÊt kú x, y ∈ D, tøc lµ

∀x, y ∈ D, ∀λ ∈ R =⇒ λx + (1− λ)y ∈ D

1.1.2. TÝnh chÊt

MÖnh ®Ò 1.1. TËp hîp C lµ låi khi vµ chØ khi nã chøa mäi tæ hîp låi cña

c¸c ®iÓm cña nã. Tøc lµ C låi khi vµ chØ khi

∀x ∈ N,∀λ1, ..., λk > 0,
k∑

j=1

λj = 1,∀x1, ..., xk ∈ C =⇒
k∑

j=1

λjx
j ∈ C.

Chøng minh: §iÒu kiÖn ®ñ lµ hiÓn nhiªn tõ ®Þnh nghÜa. Ta chøng minh ®iÒu
kiÖn cÇn b»ng quy n¹p theo sè ®iÓm. Víi k = 2, ®iÒu cÇn chøng minh suy
ra ngay tõ ®Þnh nghÜa cña tËp låi vµ tæ hîp låi. Gi¶ sö mÖnh ®Ò ®óng víi
k − 1 ®iÓm. Ta cÇn chøng minh ®óng víi k ®iÓm.

Gi¶ sö x lµ tæ hîp låi cña k ®iÓm x1, ..., xk ∈ C. Tøc lµ

x =
k∑

j=1

λjx
j, λj > 0 ∀j = 1, ..., k,

k∑
j=1

λj = 1.

§Æt

ξ =
k−1∑
j=1

λj.

Khi ®ã 0 < ξ < 1 vµ

x =
k−1∑
j=1

λjx
j + λkx

k = ξ

k−1∑
j=1

λj

ξ
xj + λkx

k.

Do
k−1∑
j=1

λj

ξ
= 1

vµ λj

ξ > 0 víi mäi j = 1, .., k − 1, nªn theo gi¶ thiÕt quy n¹p, ®iÓm

y :=
k−1∑
j=1

λj

ξ
xj ∈ C.
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Ta cã
x = ξy + λkx

k.

Do ξ > 0, λk > 0 vµ

ξ + λk =
k∑

j=1

λj = 1,

nªn x lµ mét tæ hîp låi cña hai ®iÓm y vµ xk ®Òu thuéc C. VËy x ∈ C.

MÖnh ®Ò 1.2. NÕu A, B lµ c¸c tËp låi trong Rn, C lµ tËp låi trong Rm, th×

c¸c tËp sau lµ låi

A ∩B := {x|x ∈ A, x ∈ B}

αA + βB := {x|x = αa + βb, a ∈ A, b ∈ B, α, β ∈ R}

A× C := {x ∈ Rn+m|x = (a; c), a ∈ A, c ∈ C},

Chøng minh: DÔ dµng ®îc suy ra trùc tiÕp tõ ®Þnh nghÜa.

MÖnh ®Ò 1.3. D 6= ∅ lµ tËp affine khi vµ chØ khi nã cã d¹ng D = M + a

víi M lµ kh«ng gian con cña Rn vµ a ∈ Rn. Kh«ng gian M ®îc x¸c ®Þnh

duy nhÊt vµ ®îc gäi lµ kh«ng gian con song song cña D.

1.1.3. TËp låi ®a diÖn

§Þnh nghÜa 1.4. Siªu ph¼ng trong Rn lµ mét tæ hîp c¸c ®iÓm cã d¹ng

{x ∈ Rn|aTx = α}

trong ®ã a ∈ Rn lµ mét vect¬ ph¸p tuyÕn cña siªu ph¼ng. Mét siªu ph¼ng sÏ

chia kh«ng gian thµnh hai nöa kh«ng gian.

§Þnh nghÜa 1.5. Nöa kh«ng gian lµ mét tËp hîp cã d¹ng

{x|aTx ≥ α}

trong ®ã a 6= 0 vµ α ∈ R. ®©y lµ nöa kh«ng gian ®ãng. TËp

{x|aTx > α}

lµ nöa kh«ng gian më.
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Nh vËy mét siªu ph¼ng chia kh«ng gian thµnh hai nöa kh«ng gian,
mçi nöa kh«ng gian ë vÒ mét phÝa cña siªu ph¼ng. NÕu hai nöa kh«ng gian
nµy lµ ®ãng th× phÇn chung cña chóng chÝnh lµ siªu ph¼ng ®ã.

§Þnh nghÜa 1.6. Mét tËp hîp S ⊂ Rn ®îc gäi lµ mét ®¬n h×nh cã thø

nguyªn b»ng k( hoÆc nãi ng¾n gän lµ k- ®¬n h×nh) nÕu S lµ tæ hîp låi cña

k + 1 vect¬ ®éc lËp a-phin. C¸c vect¬ nµy gäi lµ ®Ønh cña ®¬n h×nh. VÝ dô,

mét tam gi¸c trong kh«ng gian 3 chiÒu lµ 2- ®¬n h×nh. TËp hîp

Sk := {x ∈ Rk|x ≥ 0,
k∑

j=1

xj ≤ 1}

®îc gäi lµ ®¬n h×nh chuÈn t¾c trong Rk.

§Þnh nghÜa 1.7. Mét tËp ®îc gäi lµ tËp låi ®a diÖn nÕu nã lµ giao cña mét

sè h÷u h¹n c¸c nöa kh«ng gian ®ãng.

Nh vËy, theo ®Þnh nghÜa, mét tËp låi ®a diÖn lµ tËp nghiÖm cña mét
hÖ h÷u h¹n c¸c bÊt ph¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh. D¹ng têng minh cña mét tËp
låi ®a diÖn ®îc cho nh sau

D := {x ∈ Rn|〈aj, x〉 ≤ bj, j = 1, ...,m}

HoÆc nÕu ta kÝ hiÖu A lµ ma trËn cã m hµng lµ c¸c vect¬ aj, j = 1, ...,m

vµ vect¬ bT = (b1, ..., bm) th× hÖ trªn ®îc viÕt lµ

D = {x ∈ Rn|Ax ≤ b}

Chó ý r»ng do mét ph¬ng tr×nh

〈a, x〉 = b

cã thÓ viÕt mét c¸ch t¬ng ®¬ng díi d¹ng hai bÊt ph¬ng tr×nh

〈a, x〉 ≤ b, 〈−a, x〉 ≤ b

nªn tËp nghiÖm cña mét hÖ h÷u h¹n c¸c ph¬ng tr×nh vµ bÊt ph¬ng tr×nh
lµ mét tËp låi ®a diÖn.
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§Þnh nghÜa 1.8. Bao låi cña mét tËp D lµ giao cña tÊt c¶ c¸c tËp låi chøa

D. Bao låi cña tËp D ®îc ký hiÖu lµ coD.

Bao låi cña mét tËp D lµ tËp låi nhá nhÊt chøa D.

§Þnh nghÜa 1.9. Mét ®iÓm a cña mét tËp låi D gäi lµ ®iÓm trong t¬ng ®èi

nÕu víi mäi x ∈ D ®Òu cã mét sè λ > 0 sao cho a+λ(x− a) ∈ D. TËp c¸c

®iÓm trong t¬ng ®èi cña D ký hiÖu lµ riD.

§Þnh nghÜa 1.10. Mét tËp D ®îc gäi lµ nãn nÕu

∀λ > 0,∀x ∈ D ⇒ λx ∈ D.

Mét nãn ®îc gäi lµ nãn nhän nÕu nã kh«ng chøa ®êng th¼ng. Mét nãn ®îc

gäi lµ nãn låi nÕu nã ®ång thêi lµ tËp låi. NÕu nãn låi nµy l¹i lµ mét tËp låi

®a diÖn th× ta nãi nã lµ nãn låi ®a diÖn.

§Þnh nghÜa 1.11. Cho D ⊆ Rn lµ mét tËp låi vµ x0 ∈ D.

(i) TËp

ND(x0) := {ω ∈ Rn : 〈ω, x− x0〉 ≤ 0,∀x ∈ D.

gäi lµ nãn ph¸p tuyÕn ngoµi cña D t¹i x0 vµ tËp −ND(x0) ®îc gäi lµ nãn

ph¸p tuyÕn trong cña D t¹i x0.

(ii) TËp

N ε
D(x0) := {ω ∈ Rn : 〈ω, x− x0〉 ≤ ε, ∀x ∈ D.

®îc gäi lµ nãn ph¸p tuyÕn ε cña D t¹i x0.

HiÓn nhiªn 0 ∈ ND(x0) vµ dïng ®Þnh nghÜa ta cã ND(x0) lµ mét nãn
låi ®ãng.

§Þnh nghÜa 1.12. Cho hai tËp C vµ D, ta nãi r»ng siªu ph¼ng

H := {x : 〈v, x〉 = λ}

i) t¸ch hai tËp C vµ D nÕu

〈v, a〉 ≤ λ ≤ 〈v, b〉,∀a ∈ C, b ∈ D.
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