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LGi cam on

Dé tai dugce thyc hién tai truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai
Nguyén duéi sy huéng dan cia PGS. TS Lé Thi Thanh Nhan. Téi xin
bay t6 long biét on sau sac, chan thanh nhat déi véi Co. Béi su gitp da,
chi bdo, khuyén khich an can ctia Co da gép phan rat 16n cho syt thanh
cong cla luan van nay.

Toi ciing xin dude bay té long cdm on chan thanh nhat t6i Ban lanh
dao, Phong Dao tao - Khoa hoc va Quan hé qubc té, Khoa Toan - Tin
Truong Dai hoc khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén da tao dieu kién thuan
lgi dé toi va cac ban hoc vién cao hoc Khéa 4 (2010 - 2012) duge hoc
tap, nghién ctu.

To6i cling xin cAm on cidc Thay, Co 1a GS.TSKH Ha Huy Khoai,
GS.TSKH Nguyén Van Mau,... 14 nhitng nha toan hoc hang dau Viét
Nam da gidng day cac chuyén dé cho 16p chung toi.

Cudi cung, toi xin duge gii 10i cAm on t6i gia dinh, ban be, nhiing
ngudi than da luon & bén, dong viéen, gitp dé dé toi c6 thé hoan thanh

luan van.
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Lo1 no1 dau

Ta da biét rang mot da thic f(z) tréen mot vanh hitu han R dugc
goi 1& hodn vi duge néu da thitc d6 hodn vi duge cac phan ti clia vanh
R, tuc la anh xa ¢ : R — R cho bdi p(a) = f(a) phai 1a mot song anh.

Trong cudn "Finite fields" xuat ban lan dau tién nam 1983, Lidl va
Niedereiter [LN] da nghién ctiu cic tiéu chuan ctia da thiic hoan vi duge,
cac dang dac biét cia da thitc hoan vi duge, nhom cac da thic hoan vi
dugce, truong hop ngoai 1é ctia da thitc hoan vi duge va da thiic hoan vi
duge 6 mot s6 dang bat dinh. Lidl v Mullen [LM1,2] ciing da nghién
da thic hoan vi duge trén truong hitu han. Nam 1986, R. A. Mollin va
C. Small [MS] da dua ra tiéu chuan da thic hoan vi dugce dang z". Nam
1999, R. Rivest [Riv] dua ra tiéu chuan da thitc hoan vi duge modulo
2k,

Trong dé tai nay chung toi trinh bay lai cic két qua trong hai bai
bao ctia R.A.Mollin va C.Small [MS] va ctia R.Rivest [Riv] vé dac trung
tinh hoan vi dudc ctia da thitc dang 2" va da thic dang 2 + bz’ + ¢ véi
(k> j = 1) trén mot truong hitu han, dong thoi xét tinh hoan vi dugc
ctia da thic dang P(x) = ag + a1z + ... + a,2" v6i n = 2F trén vanh
Lok

Luan van gom 2 chuong. Chuong 1 trinh bay kién thitc chuan bi vé
nhém, vanh, truong va da thitc nham phuc vu cho viéc ching minh céac
két qua & chuong sau. Trong phan dau ciia Chuong 2 trinh bay khai
niém da thic hoan vi dude va mot sd vi du don gidn. Phan thid 2 cia
Chuong 2 gianh dé chitng minh tiéu chuan hoan vi duge trén mot trusng
hitu han ctia mot s6 16p da thitc dang 2™ (Dinh 1y 2.1.7) va da thiic dang
a¥ + b/ + ¢ v6i k > j > 1 (Dinh ly 2.2.1). Phan cudi ctia Chuong 2

nham trinh bay mot diéu kién can va dt dé mot da thitc véi hé sé nguyen

86 héa boi Trung tam Hoc liéu — Dai hoc Thdi Nguyén http://'www.lrc-tnu.edu.vn



hoan vi duge theo modulo 2% , tic 1a hoan vi duge trén vanh Zor (Dinh
ly 2.3.10).
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Chuong 1

Kién thiic chuan bi

Chuong nay trinh bay khai niém va nhitng két qua chuan bi vé nhém,
vanh, truong va da thitc phuc vu cho chitng minh cac két qué ctia chuong

sau.

1.1 Kién thdc chuan bi vé nhém

1.1.1 Dinh nghia. Nhom la mot tap G cung véi mot phép toan (ki
hiéu theo 16i nhan) thod man cac diéu kien

(i) Phép toan c6 tinh két hop: a(be) = (ab)e, Ya, b, c € G.

(ii) G ¢6 don vi: de € G sao cho ex = xe = x, Vo € G.

(iii) Moi phan ti ctia G déu kha nghich: Véi méi z € G, ton tai 271 € G

sao cho zx~ ' =7 lz =e.

Mot nhom G dude goi 1a nhém giao hodn (hay nhém Abel) néu phép
toan 1a giao hoan. Néu G ¢6 hitu han phan t1 thi sd phan tit ctia G dudc
goi 1a cap cia G. Néu G c6 vo han phan t thi ta n6i G ¢é cap vo han.

Sau day 1a mot s6 vi du vé nhom: Z, Q, R, C 14 cac nhém giao hoan

cap vo han véi phép cong thong thuong. V6i mdi s6 nguyen m > 1, tap

Zpm = {@ | a € Z,a@=bnéu va chi néu a — b chia hét cho m}

cac s6 nguyen modulo m véi phép cong @+ b = a + b 1a mot nhoém giao
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hoan cap m. Tap

Z,, ={ac€Zy| (a,m)=1}

cac sO6 nguyén modulo m nguyén té cling nhau véi m véi phép nhan
@ b = ab 13 mot nhém giao hoan cap ¢(m), trong d6 ¢ la ham Euler,
tite 1a (1) = 1 va khi m > 1 thi ¢(m) 1a s6 cac s6 tu nhién nhé hon m

va nguyén t6 cling nhau véi m.

1.1.2 Dinh nghia. Mot nhém G duge goi 1a zyclic néu ton tai a € G
sao cho mdi phan ti cia G déu 13 mot luy thita clia a. Trong truong
hop nay ta viét G = (a) va ta goi G 1a nhém xyclic sinh bdi a. Phan tit

a dudc goi 1a mot phan ti sinh clia G.
1.1.3 B6 dé. Nhém con cia nhém zyclic la zyclic.

Ching minh. Gid st G = (a) la nhém xyclic. Cho H la nhém con cia
G. Néu H = {e} thi H 1a nhom xyclic sinh béi e. Gia st H # {e}.
Chone # x € H. Viet = a*. Do x # e nén k # 0. Vi H 1a nhém con
nén a~* € H. Trong hai s6 k vi —k &t phéi c6 mot s6 nguyen duong.
Vi thé H chita nhiing lity thita nguyén duong ctia a. Goi r 1& s6 nguyén
duong bé nhat sao cho a” € H. Ro rang H 2 (a"). Cho y € H. Viét
y=a" v6it=rqg+s, trongdo0<s<r Tacoy =a = (a")la’.
Do d6 a® = y(a")"% € H. Tu cach chon cia r ta suy ra s = 0. Do d6
€

y=a'=(a")?€e (a"). Vay H = (a") 12 nhom xyclic. O

1.1.4 Dinh nghia. Tap con H cia mot nhém G dudge goi 1la nhom con

ciaGnéuee H,a ' e H vaabe H véi moi a,be H.

Cho G 1a mot nhom. Khi dé {e} 14 nhém con bé nhat ciia G va G 1a
nhém con 16n nhat ctia G. Cho a € G. Dat (a) = {a" | n € Z}. Khi
d6 (a) 1a nhém con ciia G, duge goi 1a nhdm con zyclic sinh bdi a. Cap

ctia nhém con (a) duge goi 1a cdp ciia phan ti a.
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1.1.5 Bb dé. Cho G la mot nhdm va a la mot phan tié cia G. Cdc phdt
biéu sau la tuong duong

(i) a c6 cdp n.

(it) n la s6 nguyén duong bé nhdt sao cho a” =

k

(i11) a™ = e va néu a® = e thi k la boi cia n vdi moi k € Z.

Chitng minh. (1)=(ii). Truéc hét ta khang dinh ton tai mot sd nguyen
duong k sao cho a* = e. Gia st nguoc lai, véi moi cip s tu nhien k < k'
ta c6 a¥F # e. Suy ra af # o¥. Diéu nay ching t6 (a) ¢6 cip vo han,
vo 1i v6i gid thiét (i). Do do, ton tai nhitng s6 nguyén duong k sao cho

a¥ = e. Goi r 1a s6 nguyen duong bé nhat c6 tinh chat a” = e. Ta thay

2 ...,a" ! la doi mot khac nhau. That vay, néu

rang cic phan tii e, a, a
d=adv6i0<i<j<rthia’”"=evda0<j—i<r, dodbtheo cach
chon ctia r ta c6 i = j. Bay gio ta ching minh G = {e, a, a” a1},
Ro rang G 2 {e,a,a?,...,a"'}. Cho b e G. Khi dé6 b = a* véi k € Z.

Viét k=rq+strongd6 q,s€ Zva0<s<r—1. Taco

rq+s

b=a"=a""" = (a")a® = a® € {e,a,a’,...,a""}.

Vithé G = {e,a,a? ...,a" '} 1a nhom cap r. Suy ra r = n va (ii) duge
chiing minh.

(ii)=(iii). Gid sit a* = e. Viét k = ng+7 v6i 0 <7 <n. Via" = e nén
e = a’ = a™a” = a". Theo cach chon n ta phai ¢c6 r = 0, suy ra k chia
hét cho n.

(iii)=>(i). Goi r la s6 nguyén duong bé nhat sao cho a” = e. Theo (iii),
r 1a boi ctia n. Do d6 n 1a s6 nguyén duong bé nhat théa man a" = e.

Tuong ty nhu chitng minh (i)—(ii) ta suy ra cap cia a la n. []

1.1.6 Hé qua. Cho G = (a) la nhém zyclic cip n. Khi dé phan ti

b= a" la phan tii sinh cia G néu va chi néu (k,n) = 1.
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Chitng minh. Gid st b = a* 14 phan t sinh ctia G. Khi d6 b ¢6 cap n.
Dat d = (k,n). Ta c6 b = (a")"? = e. Theo B6 dé 1.1.5, n/d 1a boi
ctia n. Vi thé d = 1.

Ngugc lai, gid st (k,n) = 1. Ta c6 b" = (a")* = e. Gid sit b = e.
Khi d6 a* = e. Theo Bb dé 1.1.5, kt 1a boi ctia n. Do (k,n) = 1 nén t
12 boi ctia n. Theo Bo dé 1.1.5, b ¢6 cip n. Vay G = (b). O

1.1.7 Dinh nghia. Cho G la nhém va H la nhém con ciia G. V6i moi
a € G, ki hieu Ha = {ha | h € H}. Ta goi Ha la mot Idp ghép trdi hay
I6p ké trdi ctia H trong G tng véi phan tit a. Tap cac 16p ghép trai clia
H trong G dugc ki hieu 1a G/H. Khi H chi ¢6 hitu han 16p ghép tréi thi
s6 cac 16p ghép trai ctia H dude goi 1a chi s6 ciia H trong G va duge ki
hiéu 1a (G : H). Trong trudng hgp nay, chi s6 ctia H chinh 1a s6 phan
tit cia G/H. Dac biét, cap ctia G chinh 1a (G : e), chi s6 ctia nhom con
tam thuong {e}.

V6i H 1 nhém con ctia nhém G va a,b € G, ta dé dang kiém tra

duoec Ha = Hb néu va chi néu ab~! € H.

1.1.8 Dinh ly. (Lagrange). Trong mot nhém hiu han, cip va chi so

ctia mot nhom con la wdc ciua cap cua toan nhom.

Chatng minh. Gia sit G 1a nhém c6 cap n va H 1a nhém con cia G ¢6
cap m. V6i mdi a € G ta c6 a = ea € Ha. Vi thé, mdéi phan ti cia
G déu thuoc mot 16p ghép trai ctia H. Gid st Ha n Hb # . Khi d6
ton tai h, h' € H sao cho ha = h'b. Suy ra a = h~'h'b. Cho za € Ha,
trong d6 x € H. Khi d6 xa = (zh~'h')b e Hb. Suy ra Ha = Hb. Tuong
tu, Hb € Ha va do d6 Ha = Hb. Vay hai 16p ghép trai bat ki cua
H néu khac nhau thi phai roi nhau. V6i méi a € G, rd rang anh xa
f: H— Ha xac dinh bdi f(h) = ha 1a mot song anh. Vi thé méi 16p
ghép trai cia H déu c6 ding m phan ti. Goi chi s6 ctia H 1a s. Tit cac

lap luan trén ta suy ra n = sm. Vi thé s va m déu la udc ctia n. []
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1.1.9 Hé qua. Cho G la nhém cap n va a € G. Khi dé cip cia a la

wdc cua n. Hon nia, a™ = e.

Ching minh. Goi cap ctia a la r. Khi d6 nhém con xyclic (a) ¢6 cap r.
Theo Dinh li Lagrange, r 1 uéc ctia n. Theo B6 dé 1.1.5 ta c¢6 a” = e.

Suy ra a” = e. ]
1.1.10 Hé qua. Moi nhém cap nguyén to deu la nhom xyclic.

Chiing minh. Gia st G' 1a nhém cap p nguyén t6. Lay a € G, a # e.
Theo Dinh 1i Lagrange, a c¢6 cap la uéc ciia p. Vi p nguyén té nén cap
clia a 12 1 hodc 1a p. Do a # e nén cap clia a 16n hon 1. Vay cap cia a

la p, titc G' la nhom xyclic sinh béi a. ]

1.2 Kién thic chuan bi vé vanh

1.2.1 Dinh nghia. Vanh la mét tap V' dugce trang bi hai phép toan
cong va nhan théa méan cac diéu kién sau day:

(i) V' la mot nhom giao hodn vdi phép cong;

(i) V' la mot vi nhém vdi phép nhan: Phép nhan c6 tinh chat két hop
va ton tai phan tt 1 € V' (goi 1a phan tit don vi) sao cho 1z = 21 = x
v6i moi x € V;

(iii) Phép nhan phan phoi doi vdi phép cong.

Néu phép nhan 1a giao hoan thi V' dugc goi 1a vanh giao hodn. Sau

day 1a mot s6 vi du thuong gap vé vanh:

1.2.2 Vi du. a) Ro6 rang Z,Q, R, C la nhiing vanh giao hoan véi phép
cong va nhan théng thuong;

b) V6i méi sd ty nhien n > 0, tap Z, cac sd nguyén modulo n
lam thanh mot vanh giao hoan véi phép cong va phép nhan cho bdéi:

G+b=a+bvaab=abvéimoiabeZ,.
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