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MO PAU
1. Ly do chon dé tai

Ly thuyét toi wu duoc hinh thanh tir nhitg ¥ tuéng vé can bang kinh té,
ly thuyét gia tri cia Edgworth va Pareto tir cudi thé ki XIX va dau thé ki XX.
Sau d6 ¢ rat nhiéu cong trinh di dwgc nghién ciru va ang dung trong céc linh
vuc khac nhau cua nganh khoa hoc va ki thuat ciing nhu thyc té: Borel
(1921), Von Neuman (1926) di xay dung ly thuyét tro choi dya trén céc khai
niém va két qua toan hoc, Koopman (1947) di dua ra 1y thuyét luu thong
hang hoa. Ly thuyét toi wu vécto 1a bo phan quan trong caa ly thuyét téi wu.
Sau nhitng cong trinh caa H.W. Kuhn va A.W.Tucker vé cac diéu kién can va
da cho 1 vécto thoan man cac rang buoc la nghiém hitu hiéu, toi wu vécto
thuc sy 14 mot nganh toan hoc doc lap va co nhiéu tng dung trong thuc té.
Céc bai toan co ban trong ly thuyét téi wu bao gdm: bai toan téi vu, bai toan
can bang Nash, bai toan bu, bai toan bat dang thuc bién phan, bai toan diém
yén ngua, ...

Bai toan diém can bing duoc biét dén tir 1au boi cac cdng trinh cua
Arrow-Debreu, Nash sau d6 dugc nhiéu nha toan hoc s dung dé xay dung
mé hinh kinh té tir nira sau thé ki XX. Ky Fan (1972) va Browder-Minty
(1978) d4 phat biéu va chiing minh tu tén tai nghiém cua bai toan can bang
dua trén cac dinh 1y diém bat dong. Nam 1991, Blum va Oettli da phat biéu
bai todn can bang mét cach tong quét va tim cach lién két bai toan cua Ky Fan
va Browder-Minty véi nhau thanh dang chung cho ca hai. Bai toan dugc phat
biéu ngan gon I&: tim X € K sao cho f(%,x) = 0,Vx € K, trong d6 K 1a tap
cho trudc, f: K X K — R 1a ham sé thuc thoa man f(x, x) > 0. Pay la dang
suy rong truc tiép cua bai toan cé dién trong ly thuyét ti uu vécto.

Ban dau nguoi ta nghién ciu nhitng bai toan lién quan dén anh xa don tri

tir khdng gian hitu han chiéu nay sang khdng gian hita han chiéu khac ma tha
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tu duoc dwa ra bai non Orthant duong. Sau d6 mé rong sang khong gian c6 sé
chiéu v6 han véi non bat ki. Khai niém vé anh xa da tri da duoc xay dung va
phat trién bai ban than toan hoc va céac linh vuc khoa hoc khac. Nhimg dinh
nghia, tinh chét, su phan 16p cua &nh xa don tri dan dugc mé rong cho &nh xa
da tri. TUr 46 nguoi ta tim cach ching minh cac két qua thu duogc tir don tri
sang da tri. Chinh vi I& d6, bai toan diém can bang duoc nhiéu nha nghién cau
dic biét quan tdm trong nhirng nim gan day. Véi nhiing ly do trén ma ching
t6i chon dé tai nghién cau cho luan vin 1a: “Bai toan twa can bang tong
quat loai Il va @ng dung”.

2. Muc dich nghién ctru

Dbi voi &nh xa da tri, bai toan diém can bang di dugc xay dung mot
cach tong quat do Blum va Oettli dat ra. CO rat nhiéu sy mo rong cua bai toan
can bang dbi voi anh xa da tri, tuy nhién két qua dat duoc cua nhiéu tac gia
cho dén nay van chua thyc su tong quat cho cac bai toan lién quan dén anh xa
da tri nhu truong hop ciaa don tri.

Pé tim nghiém caa bai toan tbi vu, thong thuong ngudi ta thuong dua ra
cac thuat toan vé quy hoach nhu: quy hoach 16i, quy hoach Lipshitz hay
phuong phap Newton xay dung day hoi tu vé nghiém. Chinh vi vay su ton tai
nghiém cua bai toan 12 mot trong nhitng van dé quan trong khi nghién ciru cac
bai toan trong ly thuyét téi vu vécto. Muc dich cua luin vin 1a dwa ra mé hinh
bai toan twa can bang téng quéat loai 11, nghién ctu sy ton tai nghiém va ang
dung cta no trong cac bai toan tdi wu vécto.

3. Péi twong nghién ciu
Luén van tap trung nghién ctiu bai toan tya can bang tong quat loai 1.
4. Pham vi nghién ciru
Luén van nghién ctu Sy ton tai nghiém cua bai toan twa can bing tong quat

loai |1 va cac bai toan lién quan trong ly thuyét téi wu.
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5. Phwong phap nghién curu

Dé ching minh su ton tai nghiém cua bai toan dit ra trong luan &n, ching
t6i str dung phuong phap nghién ctru chinh 13 dinh 1y diém bat dong cua Ky
Fan, Fan-Browder va dinh ly KKM.
6. Y nghia khoa hoc va thuc tién.

Lam phong phu thém cac két qua nghién ctiu vé bai toan tua can bang va
cac bai toan khac trong ly thuyét tbi wu.

Ung dung vao cac bai toan thuc té nhu: xay dung ly thuyét tro choi, dua ra
mé hinh kinh té....
7. Cau tric luan an

Luan van dugc chia lam ba chuong:

Churong 1: Pua ra mot s6 khai niém lién quan nhu khong gian thuong ding:
khong gian dinh chuan, khéng gian Hilbert, khdng gian tuyén tinh 156i dia
phuong Haussdorff; non va cac khai niém lién quan; anh xa da tri.
Churong 2: Trinh bay bai toan twa can bang tong quat loai Il va diéu kién
nghiém cua bai toan.
Churong 3: Ung dung cua bai toan twya can bang vao trong bai toan tya can

bang v6 hudng va bai toan ti vu loai 11.
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CHUONG 1
KIEN THUC CHUAN BI
Trong thyc té, nhiéu bai toan lién quan dén phép chuyén mdi diém cua

tap nay thanh mot tap con cua tap kia. Nhitng khai niém cb dién vé ham sd, vé
toan tir hay vé 4nh xa khéng con thich hop nita. Viéc ma rong anh xa da tri 12
tat yéu do nhu cau thyc tai cia cac van dé nay sinh tir tu nhién va cudc song.
Chinh vi vay ma mén giai tich da tri duoc hinh thanh va tré thanh cong cu dic
luc dé nghién ciru cac bai toan lién quan dén anh xa da tri. Ta danh tron ca
chuong nay dé nhac lai mot s kién thirc co ban caa moén giai thich da tri nay.
Cac kién thuc nay rat quan trong trong viéc nghién ctru cac bai toan & chuong
sau.
1.1. Mt s6 khong gian thwong ding
1.1.1. Khéng gian dinh chuan
Pinh nghia 1.1. Khong gian tuyén tinh dinh chuan 1a cap (X, ||. ||), trong d6 X
la khdng gian tuyén tinh, con ||. || 1a mét 4nh xa X — R thoa mén:

(i) Vx € X, ||lx|| = 0va|x|| = 0 khi va chi khi x = 0

(i) v,y € X, [lx + yll < x|l + [Iyll;

(i) Vx € X, VA, || Ax]] = ||A]l. [Ix]].
1.1.2. Khong gian Hilbert
Pinh nghia 1.2. Cho X 1a khdng gian tuyén tinh trén truong K = {R, C}. Ham
$6(.,.): X X X — K duoc goi 1a tich v6 huéng trén X néu:

(i) (r,x) = (x,y),Vx,y € X (ki hiéu (x,y)1a s6 phac lién hop cua sb
phuc (y, x));

(i) (x+y,z) = (x,z) + (y,2),Vx,y,Zz € X;

(i) (Ax,z) = A{x,z),VA € K;

@iv) (x,x)=0;(x,x)=0= x=0.

Khéng gian X duoc trang bi tich vo huéng goi la khdn gian tién Hilbert.
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Trong khéng gian tién Hilbert ta ludn cé bat dang thuc Cauchuy —

Schwarz sau:
[(x, HI? < (x, %) (v, ¥), Y,y € X.

Tur bt déng thuc Cauchy — Schwarz ta c6 ||x|| = /(x, x) 1a mét chuan
trong khdng gian X. Khong gian tién Hilbert 12 mot khong gian dinh chuan.
Do d0, trén d6 co thé dinh nghia diy Cauchy va tinh day du. Vay ta c6 dinh
nghia sau:

Pinh nghia 1.3. Khong gian tién Hilbert day du goi 1a khdng gian Hilbert.
1.1.3. Khong gian tdpd tuyén tinh 16i dia phwong Haussdorff
Pinh nghia 1.4. Cho tap hop X, goi 7 la cac tap con cua X. Khi d6 X duoc
goi 1a khéng gian topd néu cac diéu kién sau dugc thoa man:

(i) 0eT.XET;

(ii) V6iU, €T,vt € T thi

UUt ET;

teT
(i) voivu,,U, €T thiu;nU, €T.

Mét khdng gian tuyén tinh thuc hay phic c6 thé ddng thoi trang bi mot
cau tric tdpd va mot cau tric dai s6 (phép cong hai phan tir va phép nhan mot
s6 vai mot phan tir). Khi ay ta c6 mot khdng gian vira tuyén tinh, vira topo.
Van dé& dang cha ¥ 1a hai ciu tric d6 c6 quan hé véi nhau nhu thé nao dé
khong gian nay sinh ra nhiéu tinh chat méi. Ta c6 dinh nghia sau:

Pinh nghia 1.5. Ta ndi rang mot tdpd T phl hop véi cau tric dai s6 trong
khong gian X, néu cac phép tinh dai sb trong X lién tuc trong tépd T, tac 1a
néu:

(i) x+ y l1a mot anh xa lién tuc cua hai bién x, y; néi rd hon, véi moi 1an
can V cua diém x + y déu ton tai 1an can U, ctia x valan can U, ciay sao

chonéux €U,y €U, thix +y €V.
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(ii) ax 14 anh xa lién tyc cua hai bién a, x; néi rd hon, véi moi lan can V
ctia ax déu c6 mot sb € > 0 va mot 1an can U cua x sao cho néu |a' — | <
e,x EUthia'x €V.

Khong gian tuyén tinh X trén d6 c6 mot topd twong thich véi ciu trac dai
sb duoc goi 1a khdng gian topd tuyén tinh.

Pinh nghia 1.6. Khdng gian topd tuyén tinh X dugc goi 1a khdng gian 16i dia
phuong néu moi phan tir cia X ¢6 co sd 1an can thanh 1ap tir céc tap 16i, hay
twong duong phan tir 0 € X ¢6 co so 1an can thanh 1ap tir cac tap 16i.

Pinh nghia 1.7. Khéng gian topd (X,T) duoc goi la khéng gian Haussdorff
néu véi mdi x,y € X, x # y bao gio cling ton tai lan can U, cuax vaU, cuay
thoa mén U, N U, = @.

1.2. N6n va cac khai niém lién quan

Trong khéng gian céac s thuc, hai phan tir bat ki déu so sanh dugc véi
nhau qua khai niém Ién hon hay bé hon hoic bang. Diéu nay khong co duoc
trong cac khong gian khac. Mudn mé rong cac bai todn nhan gia tri thuc sang
cac bai toan nhan cac gia tri vecto va da tri nguoi ta dua vao cac khai niém
méi dong thoi ¢é thé xay dung nhirng khéi niém tuwong tu cua sé thuc, sb
phirc trong khong gian topd tuyén tinh. Mot phuong phap hitu hiéu dé xay
dung nhiing khai niém do 1a dua nén vao khong gian topo tuyén tinh.

Pinh nghia 1.2.1. Cho Y 1a khéng gian tuyén tinh va C la tap con trong Y. C
goi 12 nén ¢4 dinh tai goc (goi ngan gon 1a nén) trong Y néu tc € C,vc € C,
t=>0.

N6n C dugc goi 1a non 16i néu C 1a tap 16i. Néu Y 1a khdng gian topd
tuyén tinh va C 1a nén trong Y, ki hiéu clIC, intC, convC la bao déng, phan
trong, va bao 16i cia nén C, I(C) = € n (=C). Khi nghién ctu céc bai toan
lién quan dén nén, ngudi ta thudng quan tdm dén céc loai non sau:

(i) N6n C goi 1a noén déng néu C 14 tap dong.
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(i) NOn C goi 1a nén nhon néu 1(C) = {0}.
(iif) Non C goi 1a ndn sac néu bao dong caa nd 1a ndn nhon.
(iv) Non C goi 1a nén dung néu clC + C\I(C) € C.
D& thiy rang néu C 1a noén dong thi C 1a nén ding.
Vi nén C cho trudc ta dinh nghia quan hé nhu sau: x,y € Y, x > cy néu
x —y € €. Néu khong c6 sy nham Ian ta c6 thé viét don gian x > .
Ki hiéux > ynéux —y € C\I(C) vax » ynéux —y € intC.
Ta thdy quan hé trén 1a mot quan hé thire tw, néu C 1a nén 14i thi quan hé
thir ty trén 1 tuyén tinh va la quan hé thtr ty tirng phan trén Y. Hon nita, néu C
la nén nhon thi quan hé trén c6 tinh phan d6i xang, nghia lanéu x > yvay >
xthix =y.
Duéi ddy 1a mot sb vi du vé non.
Vidu 1.2.1. 1. Tap {0} va Y la non trong khdng gian Y. Ta goi chdng la cac
non tam thuong.
2. Cho R™ la khdng gian Euclid n chiéu, tap
C =R} = {x = (xq,%X3, ..., X,) € R”|xj >0,j = 1,2,...,n}
1a n6n 16i, dong, nhon va duoc goi 1 nén Orthant dwong cua R™.
Néu lay € = {x = (xy, x5, ..., x,,) € R™|x; = 0} thi C la n6n 156i, dong nhung
khong nhon. Vi I(C) = {x = (0, x,, ..., x,) € R"} # {0}.
3. Cho Q 1a khéng gian day céac day sé thuc. € = {x = {x,} € Q:x, = 0, Vn}.
C 1a non 16i, nhon. Ta chua thé noéi n6 sic hay dung vi chua c6 topd dua vao
khong gian.
4.Cho L,[0,1],0 < p < 1 la khdng gian cac ham trén [0;1].

1
L,[0,1] = {x(t),t € [0,1],}; |x|Pdu < oo, uladodo Labe}.

Topod trén khong gian duoc xac dinh boi co s 1an can caa 0, gom cac tap co

dang
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1 p 1
xELp[O,l],<j lepdu> <E :
0

Tap € = {x € L,[0,1]:x(t) = 0,¢t € [0,1]} 12 15i, dong.

Pinh nghia 1.2.3. Cho C la n6n trong khong gian tuyén tinh Y. B € Y duoc

goi la tap sinh cua nén C, ki hiéu C = cone(B) néu C = {tb|b € B,t > 0}.
Trong trudng hop B khéng chira diém gdc va véi moi ¢ € C,c # 0 déu

tén tai duy nhat b € B, ¢ = tb, thi B dugc goi 13 co so cia non C. Hon nita,

néu B 1a tap hitu han phan ta thi tap C = cone(convB) goi la nén da dién.
Khi ta xay dung mét nén trén khdng gian tuyén tinh nghia 1a ta xay dyng

trén d6 mot quan hé thr ty va tir quan hé do ta c6 thé tim duogc cac diém hiu

hiéu cua tap hop. Ta co6 khai niém sau:

Pinh nghia 1.2.4. Cho Y 1a khéng gian t6pd tuyén tinh véi thi tu dugc sinh

boi non 16i C va A la tap con cua Y. Ta néi rang:

(i) DPiém x € A 1a diém hitu hiéu Iy tuweng cua tap A ddi véi ndn C néu
y—x € C(C,Vy € A.

Tap cac diém hitu hiéu 1y tuong cua A d6i véi non C dugc ki hiéu la
IMin(A\C) hay IMinA.

(ii) Piém x € A 1a diém hiru Pareto (cuc tiéu Pareto) cua tap A ddi véi ndn
Cnéu Ay e Adéx —y € C\I(C). Tap cac diém hiru hiéu Pareto cua A ddi
véi non C duoc ki hi¢u 1a PMin(A\C) hoac don gian hon MinA.

(iii) Diém x € A4 1a diém hiu hiéu yéu (khi intC # @vaC # Y ) cua tap A
dbi voi non C néu x € Min(A\({0} U intC)). Tac 1a x 1a diém hiu hiéu
Pareto d6i v&i non C, = {0} U intC. Tap cac diém hiru hiéu yéu caa A d6i voi
non C dugc ki hiéu [a WMin(A\C) hoac WMinA.
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(iv) Piém x € A dugc goi 1a diém hitu hiéu thuc su cua tap A dbi véi non C
néu ton tai nén 16i C khéc toan khong gian va chaa C\I(C) trong phan trong
cuané dé x € PMin(A\C).

Tap cac diém hitu hiéu thuc sy cua A d6i véi ndn C duoc ki hiéu la
PrMin(A\C) hay PrMinA.

T dinh nghia trén ta luén c6 IMinA € PrMinA € MinA € WMinA.
1.3. Anh xa da tri
1.3.1. Cac dinh nghia

Cho X Ia tap hop bat ki. Ky hiéu 2% 1 tap gom cac tap con caa X.

Pinh nghia 1.3.1.1. Mdi anh xa F tir tap X vao 2" duoc goi la anh xa da tri tur
X vao Y, ki hiéu F: X — 2Y (Déi khi ngudi ta sir dung ki hiéu F: X 3 2" vi
vay dé thong nhat trong luan van nay st dung ki hiéu da trinh bay trudc).

Nhu vay mdi x € X, F(x) la mot tap con cta Y, khong loai trir kha ning
véi mot sb phan tr X nao d6 F(x) 1a tap rong. Néu A c X thi ta ki hiéu
F(A) = U es F(x) va goi no 1a anh cua tap A qua anh xa F. Néu x € X, F(x)
gom mot phan tir caa Y ta néi F 14 4nh xa don tri tir X vao Y, thay cho ki hiéu
F:X — 2Y d6i khi tasa dung ki hieula F: X 3 Y.

Mién dinh nghia, do thi va mién anh cua F dugc dinh nghia lan lugt nhu
sau:

domF = {x € D|F(x) # 0};
Gr(F) ={(x,y) €D X Y|y € F(x)};
rgeF ={yeY|a3xeX:y e F(x)}.
Vidu 1.3.1.2. Cho a, b 14 cc s6 thuc, F: R — 2R duoc xac dinh bai

(a;b), néux +0;
{a}, néu x = 0;

F(x) ={

khi do F la anh xa da tri.

Cho F: X — 2Y, anh xa F~1:Y — 2% duoc xac dinh boi
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