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MO DAU

Heé phuong trinh vi phan dai s6 1a 16p phuong trinh c6 ¥ nghia tng
dung thyc té cao, xuat hién trong 1y thuyét diéu khién, mé phéng mach
dién, phan tng héa hoc nhiing van dé trong diéu khién doi héi ching ta
phai quan tam giai quyét nhitng hé phuong trinh dang:

A(t)x' + B(t)x + f(t) = 0 trong d6 A, B 1a nhitng ma tran hing hoic ma
tran ham lién tuc cap n, det A(t) = 0, goi 14 he phuong trinh vi phan dai s6
(cht ¥ réng néu det A(t) # 0 thi dua vé dang: 2’ = —A~'B(x) la phuong
trinh vi phan thuong). Ly thuyét phuong trinh vi phan thuong da duge
Newton-Leibnitz xay dung vao cudi thé ky 17 da dudc nghién cttu, phét
trien mé rong theo nhiéu huéng va thu duge nhiéu két qua hoan chinh.
Heé phuong trinh vi phan dai s6 déng vai tro rat quan trong trong cac linh
vite nhu: Toan hoc, ki thuat, vat 1i, kinh té vd mot s6 nganh khac. Noi
dung ctia luan vian nham gidi quyét hai van dé chinh:

Van dé 1: Nhitng khai niém co ban ctia hé phuong trinh vi phan dai so.
Van dé 2: Dua ra phuong phap Runge-Kutta gidi gan ding phuong trinh
vi phan dai s6 va tng dung ctia phuong phap nay giai bai toan cu thé.
Luan van nay dugc chia lam ba chuong.

Chuong 1: Cac khai niém co ban vé hé phuong trinh vi phan dai s6.

Noi dung chuong 1 trinh bay tém tat mot s6 két qua da biét ctia phuong
trinh vi phan thuong, mot s6 khai niém veé hé phuong trinh vi phan dai
sO: Chi s6, nghiém, phan loai, bai toan co ban dan dén hé phuong trinh vi
phan dai so.

Chuong 2: Phuong phap Runge-Kutta gidi gan ding hé phuong trinh vi
phan dai so.

Noi dung chuong 2 nhic lai phuong phap s6 dé giai gan ding phuong trinh
vi phan thuong, phuong phap s6 cho hé phuong trinh vi phan dai s6 trong
d6 c6 phuong phap Runge-Kutta cho hé phuong trinh vi phan dai sb, cach
tiép can mdi ciia phuong phap Runge-Kutta cho hé phuong trinh vi phan
dai so.
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Chuong 3: Thuc hién v6i vi du cu thé.
Luan van nay duge hoan thanh dudi sy huéng dan khoa hoc ctia TS Nguyén
Van Minh. Tac gid xin dudc t6 long caAm on chan thanh nhat t6i thay vé
su gitp d6 nhiét tinh tir khi xay dung dé cuong, viét va hoan thanh luan
van. Tac gid cling xin chan thanh cdm on cac thay co gido phan bien da
doc va gop ¥ dé tac gia hoan thién luan vin ctia minh. Tac gid xin tran
trong cam on t6i Ban Giam hiéu, cac thay co gido truong Dai hoc Khoa
hoc- Dai hoc Thai Nguyeén. Nhitng thay co6 da tan tinh day bdo cho tac
gia trong sudt thoi gian hoc. Da trang bi cho tac gid va tap thé 16p nhiing
kién thiic va tao moi dieu kién cho 16p hoc tap tai truong.
D da rat c6 gang, nhung chic chan noi dung dude trinh bay trong luan
van khong tranh khoi thiéu sé6t nhat dinh, tac gid rat mong nhan duge su
gép ¥ cla cac thay co gido va cac ban.
Thai Nguyeén, ngay 20 thang 09 nam 2012
Tac gia

Vit Huy Binh
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Chuong 1

CAC KHAI NIEM CO BAN VE
HE PHUONG TRINH VI PHAN
DAI SO

1.1 Mot s6 khai niém ve phuong trinh vi phan thudng
cap 1

1.1.1 Vai m6 hinh don gian

Su roi tuw do: Xét mot vat c6 khoi luong m duge tha roi tir do trong khi
quyén gan mit dat. Theo dinh luat II Newton, chuyén dong ctia vat thé
d6 c6 thé mo ta béi phuong trinh

F=ma (1.1.1)

Trong d6 F 1a hop luc tac dong len vat va a la gia téc chuyén dong. Hop
I F c6 thé gid thiét chi bao gdm lic hap dan (ty 1é véi khoi lugng cta
vat v huéng xudng) va le can (ty 1é v6i van téc chuyén dong va hudng

) . dv .
lén trén). Ngoai ra do gia toc chuyén dong a = p nén (|1.1.1)) c6 the viet

duéi dang

dv (1.1.2)
m— = mg — au. 1.
at Y
Trong d6 g ~ 9,8m /s la gia t6c trong truong, con a 1a he s6 can.
Vay van téc v ctia vat roi ti do théa méan phuong trinh (1.1.2) véi sy xuét
hién ctia dao ham ctia v. Nhitng phuong trinh nhu vay goi la phuong trinh
vi phan.
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Dung dich héa hoc: Gia sit tai thoi diéem ban dau t = t; mot thing
chita z¢ kg mudi hoa tan trong 1000 lit nuée. Ta cho chay vao thiing mot
loai nuéc mudi nong do a (kg/lit) véi luu lugng r (1it/phat) va khudy deéu.
Dong thoi cho hon hop d6 chdy ra khéi thiing cling véi téc do nhu trén.
Goi x = z(t) 1a luong mudi trong thing tai thoi diém bat ky. R6 rang ty
lé thay déi luong mudi trong thiing d—f bang hiéu clia ty lé mudi chay vao

rT
. (kg/phut).

(kg/phtt) trit di ty 1é mudi chay ra tai thoi diém dang xét
Vay ta c¢6 phuong trinh vi phan

dx rT
= ar —

dt 1000

(1.1.3)
véi dit kien ban dau z(ty) = xg

1.1.2 Mot s6 khai niém
Phuong trinh vi phan la phuong trinh c¢6 dang
F(z,y,y,y", .y™) =0. (1.1.4)

Trong d6 y = y(z) 1a an ham can tim va nhat thiét phai c6 sy tham gia
cia dao ham (dén cap nao d6) clia an.

Trong truong hop an ham can tim 14 ham nhiéu bién (xuat hién cac dao
ham riéng) thi phuong trinh vi phan con goi 14 phuong trinh dao ham
rieng. Dé phan biét ngusi ta thudng goi phuong trinh véi an ham la ham
mot bién 1 phuong trinh vi phan thuong 14 déi tugng chinh dudge noéi trong
muc nay.

Thong thuong ta xét cic phuong trinh v6i an ham 1a ham s6 mot bién
thuc y = y(z) xac dinh trén khodng mé I C R, khi d6 ham F trong ding
thiic trén xac dinh trong mot tap mé G cia R x R+

Trong truong hop an ham can tim 1a véc to ham (ham véi gia tri véc to)
y(x) = (y1(x), ..., ym(2))T € R™ F 13 mot anh xa nhan gia tri trong R™
va dugc hiéu 1a hé phuong trinh vi phan.

Ta néi mot phuong trinh vi phan c6 cap n néu n 1a cap 16n nhat cia dao
ham an xuat hién trong phuong trinh.

Phuong trinh vi phan thuong cap I ¢6 dang tong quat F(x,y,y') =0
trong d6 F'(x,y,y’) duge gid thiét 1 lien tuc véi cac dao ham rieéng clia n6
tren mien G C R3. V6i mot sb gia thiét thich hop, phuong trinh vi phan
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thuong cap I c6 thé viét duge dudi dang sau (goi 1a dang giai ra ddi véi
dao ham)

y = f(z,y) (1.1.5)

v6i f lien tuc trong mot mién D C R2.
Vi du: Cac phuong trinh

e¥ + e¥ cosx = 1
(y")? —2xy = Inx
0%*u N Pu 0
ox2  Oy?

lan luot 14 cadc phuong trinh vi phan thuong cap I, cap 111 va phuong
trinh dao ham riéng cap I1.

1.1.3 Bai toan Cauchy

Nghiém ctia mot phuong trinh vi phan néi chung phu thudoc vao mot hay
nhiéu hing s6 tity ¥ ndo dé. Dé xac dinh mot nghiém cu thé, ta can them
mot hay vai dit kién nao d6 vé nghiem (tuy theo cip ctia phuong trinh

vi phan). Chang han, y = % + C' 1a nghiém tong quat clia phuong trinh
3

y' = x2. D& thay y = % + 1 14 nghiém (duy nhét) théa man y(0) = 1.

Ta x6ét bai toan sau day dat ra déi véi phuong trinh F(x,y,y’) = 0, goi la

bai todn Cauchy (hay bai toan gia tri ban dau):

Bai toan y(x) thoéa { Z(;))f fyoy) (1.1.6)

trong do6 (zo,40) € D duge goi la diéu kien ban dau.

Chua y: Khong phai lic nao bai toan Cauchy cling ¢6 nghiém, va khi c6

nghiém cling khong nhat thiét c6 duy nhat nghiem. Chang han phuong
3

trinh ¢’ = 22, y(0) = 0 c6 duy nhat mot nghiem 1a y = % phuong trinh

zy' = y,y(0) = 1 khong c6 nghiém nao, phuong trinh 3’ = 3'/3,y(0) = 0

c6 it nhat hai nghiem la y = 0 va y? = —=2°.

27
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1.1.4 Sy ton tai va duy nhat nghiém

Dinh nghia 1.1.1. Cho ham f(z,y) xac dinh trén mién D C R? ta noéi
ham f thoa man diéu kién Lipschitz theo bién y trén D néu ton tai sb
duong L (goi 1 hang s6 Lipschitz) sao cho:

|f(z,y1) — f(z,y2)| < Llyr — y2| v6i moi (x, 1), (z,12) € D
Nhan xét: Diéu kién Lipschitz 1& yéu hon so véi diéu kién gidi noi ciia dao

0
ham riéng —f trén D. That vay gia st = lién tuc va |=—| < L.

dy Oy Ay
Khi d6 4p dung dinh 1y Lagrange cho ham f(x,y) theo bién y ta dugc

f@wﬁ—f@wﬁ=@u—wﬁ%hun+mw—ym

Dinh 1y 1.1.2 (3). (Dinh ly ton tai va duy nhat nghiém).

Gid st ham so f(x,y) trong lien tuc va théa man dieu kién Lipschitz

theo bién y trén hinh chit nhat

D = {(z,y) € R*/ |z — x| < a,ly —yo| < b}

Khi do nghiém cua bai toan Cauchy la ton tai va duy nhat trong

doan I := [xg — h,xo + h], vdi h := min(a, i) va M := max |f(x,y)|.
M (z,y)eD

Chitng minh. Sy tén tai Chiing minh ring phép lap Picard hoi tu déu

trén I dén mot nghiém ctia bai toan Cauchy.

Trudce tién ta chitng minh quy nap rang

, v6imoix € [

st () — ()| < MLF———2

v6i k=0, bat dang thic trén chinh 1a

J St teit] < Mo~
z0
bat dang thitc nay ding.
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