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Mé dau.

Cac dinh ly vé ham kha vi déng mot vai trdo quan trong trong giai tich todn hoc va
thuong xuyén dugde khai thac trong cac ky thi Olympic qubc gia, quoc té, ky thi Olympic
sinh vién. Day 1a mot cong cu rat hiéu lyc trong viéc gidi cac bai toan lien quan dén su
ton tai nghiém va cac tinh chat nghiém ctia cac dang phuong trinh khéc nhau. Viéc sit
dung dinh nghia dao ham, khai trién Taylor, quy tic Lopitan vao céc bai toan tinh gidi
han, xap xi 1a rat hitu hiéu. Luan van nay trinh bay tuong déi day du cac kién thic ve
ham lien tuc, ham kha vi, cac dinh Iy vé ham kha vi. Dua ra mot s6 ting dung ciia chiing
vao viéc khéo sat tinh chat nghiém phuong trinh, céc bai todn vé bat dang thitc. St dung
dao ham, khai trién Taylor, quy tac Lopitan tinh gi6i han....

Chuong 1: Trinh bay cac kién thitc co s6 vé khai niém ham lién tuc, khai niem dao
ham, ham kha vi, cac dinh 1y vé ham kha vi quy téc Lopitan, khai trién Taylor.

Chuong 2: Mot s6 ting dung ctia dinh 1y vé ham kha vi. Trinh bay céc ting dung dé
giai cac bai toan vé khao sat tinh chat nghieém ctia phuong trinh, bat déng thitc, tinh giéi
han, tinh gan dung.

Qua day tac gid xin bay toé long biét on sau sic dén Tién si Nguyén minh Khoa da
giao dé tai va tan tinh dinh huéng cho tac gid hoan thanh luan van. Dong thoi tac gia
cling xin bay té long biét on dén hoi dong khoa hoc trudng Dai hoc khoa hoc - Dai hoc
Thai Nguyén, tap thé 16p cao hoc toan K4C' truong Dai hoc khoa hoc - Dai hoc Thai
Nguyén, ban be, ngusi than da dong vién gitp dd tac gia nghién citu hoc tap.

Mac dit da c6 gang hoc tap nghién ctu ki dé tai, song khé tranh khoi thiéu sét, han
ché. Tac gid rat mong nhan dugce sy chi bdo gép ¥ ciia cac thay co, ban be dong nghiép
dé ban luan vin duge hoan chinh c¢6 ¥ nghia hon. Tac gia xin chan thanh ciAm on!

THAI NGUYEN, nam 2012.
Tac gia
Doan trong Thudng
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Chuong 1

Nhitng kién thiic co sé.

1.1 Ham lién tuc.

1.1.1 Cac khai niém.

Dinh nghia 1.1.1. Cho tdp hop X C R, ham s6 f : X — R va diém o € X. Néu vdi
moi € > 0 cho trudc bao ¢id ciing ton tai § > 0 ( néi chung phu thudc vao € ) sao cho vdi
moix € {x € X||x—xo| < 8} ta déu cé |f (x)—f (x0) | < & thi ta néi ham f lién tuc tai zg.

- Néu f lien tuc tai moi diém = € X thi ta néi f lien tuc trén X.
- Ham f khong lien tuc tai diem x goi la gian doan tai diém nay.

- Gia st X 1a mot tap hop s6 thuc zo € R 1a mot diém tu ctia X, f 13 mot ham s6 xéc
dinh trén X.

Khi d6 f lien tuc tai diém zg, néu va chi néu lim f(x) = f(x0)
T—T0
- Gia st f 1a mot ham s6 xac dinh trén tap s6 thue X . Ham s6 f lién tuc tai diém
xo € X khi va chi khi
V{z,} C X: lim z, = 29 = lim f(z,) = f(zo)
n—oo

n—oo

Vidu 1.1.1. a) Ham f(x) = sinx lién tuc tréen R. That vay gid st xg € X vdi moix € R
ta co.
) ) rT+Ty . T— X
|sinx — sinzg| = 2 |cos sin

2 2

T — X9

< 2 |sin

’§|$—$0
Véi e bat ki ta lay § = € khi d6

Ve eR |z —x9] <e — |sinx —sinxy| <e¢

Vay ham f(z) = sinx lién tuc tai zo do d6 lién tuc trén R
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1.1.2 Cac tinh chat ham lién tuc.

Dinh 1y 1.1.1. Néu f va g la hai ham ciing zdc dinh trén tap hop X va lien tuc tai diém
xg € X thi af + Bg (vdi o va B la hing s6 ), f.g deu la nhimg ham lién tuc tai xo. Néu
g (xg) #0 thi g ciing la ham lién tuc tai .

Chiing minh dinh 1§ nay suy ra tit cdc tinh chat trén ctia ham lien tuc.

Dinh 1y 1.1.2. Gid st A va B la cdc tap con cua R, f: A — B lién tuc tai xq € A,
g: B — R lién tuc tai yo = f (x¢) € B. Khi dé ham hop gof : A — R lién tuc tai xg.

Chiing minh.

Cho truée € > 0. Vi g lién tuc tai yo nén ton tai n > 0 sao cho |g(y) —g(yo)| < €
véi moi y € B théa man |y — yo| < n. Do f lien tuc tai zg, v6i n > 0 noi trén ton
tai & > 0 sao cho |f (x) — f(zo)| < m, v6i moi xy € A thdéa méan |r — xo| < J. Khi d6,
voi moi x € {z € Al[r—uxo| <0} taco | (gof) (x)—(gof) (zo) | = |g(f (z)) =g (f (x0)) | <e.

Vay gof lién tuc tai xg.

Dinh nghia 1.1.2. Ham f: A — R goi la lien tuc bén phdi tai diém xy € A néu moi
e > 0 cho trudc ton tai § > 0 sao cho vdi moi x € {x € Alxy < x <x¢+d} ta ¢

|f () = flzo)| <e.

Ta noi f lien tuc bén trdi tai xg € A néu vdi moi € > 0 cho trude ton tai & > 0 sao
cho vdi moi x € {x € Alxg— 6 <x <X} ta 6 |f (x) — f(xo)] < e.

Cac ham s6 lien tuc bén phai tai o hodic lien tuc bén trai tai o dude goi 1a lien tuc
mot phia tai xg.

- Ham f: A — R lién tuc tai 2o € A khi va chi khi f lién tuc bén phai va lién tuc bén
trai tai xg.

Dinh nghia 1.1.3. Cho cdc ham so f : [a, b] = R. Néu f lién tuc trén (a, b), lién tuc
bén phdi tai diém a va lién tuc bén trdi tai diém b thi ta noi f lién tuc trén doan |a, b].

Dinh ly 1.1.3. Néu ham f lién tuc trén doan [a, b] thi né bi chan trén dé.

Chting minh. Gia stt f lién tuc trén doan [a, b] nhung khong bi chan trén d6. Khi d6 véi
moi n € N* ton tai z,, € [a, b] sao cho | f (x,) | > n. Day {z,}, 1a day bi chan nén né chia
mot day con {z,, }, hoi tu dén zo. Vi a < z,, < b v6i moi k, nén cho k — oo ta suy ra
a <z <b. Do flién tuc tai zg ta cod f (z,,) — f(x0), tw do |f (xn,) |—|f (z0) | (k — 0).
Mat khac |f (z,,) | = ng, vi thé |f (z,,) | = +00 (k — o0) ta di dén mau thuan. Vay ham
f bi chan trén [a, b].
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Dinh ly 1.1.4. Néu ham f lién tuc trén doan [a, b] thi né dat gid tri [6n nhat va gid tri
nhé nhat, tic la ton tai hai s xg, T}y € [a, b] sao cho

f (o) = sup f(x), f () = inf ()

z€la, b] z€[a, b]

Chitng minh. Vi ham f bi chdn trén doan [a, b], vi thé ton tai

sup f(z) = M, M < 400, inf () =m, m > —c0
z€la, b] z€[a, b]

Theo dinh nghia ctia can trén dang, ton tai day z, € [a, b] sao cho lim f(x,) = M.
n—oo

Day {x,}, la day bi chdn nén né6 chtta mot day con {z,, },, xn, — zo € [a, b]. Khi d6, do
f lien tuc, ta ¢c6 M = lim f(z,) = klim [ (z,) = f(z0).Vay ham f dat gia tri 16n nhat
—00

n—oo
trén [a, b].

Tuong tu ta chiing minh ton tai z{, € [a, b] sao cho f (z) = m. f dat gia tri nhd nhat
trén doan

Dinh ly 1.1.5. (dinh lyj Bolzano - Cauchy thit nhat). Gid si ham f : [a, b] — R lién tuc
trén doan [a, b] va f (a).f (b) < 0. Khi dé ton tai c € (a, b) sao cho f(c) = 0.

Dinh 1y nay c6 ¥ nghia hinh hoc rat ré rang : néu mot duong cong lién tuc di tit mot
phia clia truc  sang phia kia thi né cat truc nay.

Chitng minh. Khong mat tinh tdng quat ta c6 thé gid thiét f(a) < 0 va f(b) > 0.
Dait A={z € [a, b] |f(z) <0}. Via € Anén A # ¢. Goi ¢ = sup A. Ta ching minh
f(¢) = 0. Theo dinh nghia clia can trén dang ton tai day {¢,}, C A sao cho lim ¢, = c.

T—r00

Vi f lién tuc tai ¢ nén f(c) = lim f(¢,) < 0. Do f(b) > 0 nén ¢ # b va do d6 ¢ < b.
n—oo
Néu f(c) < 0 thi do f lien tuc tai c, lim f(z) = f(c) <0, dod6 ton tai § > 0 sao cho
Tr—C

c+d <bva f(xr) <0véimoi z € [c, c+6]. Dac biet f(c+d) < 0. Vithé c+ 4§ € A,
diéu nady mau thuan véi ¢ 1a 1an can trén ciia A. Vay f(c) = 0.

Dinh 1y 1.1.6. (dinh ly Bolzano - Cauchy thit hai). Gia st f lién tuc trén [a, b]. Khi do
f nhan moi gid tri trung gian gitia f(a) va f(b), tic vdi moi s6 thuc X\ nam gida f(a) va
f(b), ton tai c € [a, b] sao cho f(c) = A.

Chitng minh: Néu f(a) = f(b) dinh 1y hién nhién ding. Gia st f (a) # f (b). Khong
mat tong quat ta c6 thé xem f(a) < f(b). Gid sit A sao cho f(a) < A < f(b). Xét cac
ham g (z) = f(z) — X\. Ta ¢6 g(a) < 0,g(b) > 0. Theo dinh 1y dinh 1§ Bolzano - Cauchy
thit nhat ton tai ¢ € (a, b) sao cho g(¢) =0 hay f(c¢) — A =0. Do do6 f(c) = \.
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1.2 Khai niém vé ham kha vi.

Xét ham s6 y = f(x) xac dinh trong mot lan can diém xy € R. Cho o mot s6 gia Az
khé bé sao cho xg + Az € U. Khi d6 Ay = f (zg + Az) — f (x0) duge goi 1a s6 gia doi s6
Az tai diém .

Dinh nghia 1.2.1. Néu ti s6 8% = [@t80100) o5 6i5; han hatw han khi Az — 0 th
gidi han dé dugc goi la dao ham ciia ham f doi vdi x tai xg va duge ki hiéu la ' (z0).

f (z0) = lim [ (w0 + Az) — f (20)

Az—0 Ax

Khi dé ta néi rang ham f khd vi tai xo.

Vi du 1.2.1. Tinh dao ham cia ham s6 y = 2 tai diem xo = 3.
Giai. Dat f(z) = 2% ta c6
Ay = f(zo+ Az) — f (1) = 3+ Az) — 3% = Az (6 + Ax)
lim Ay _ lim (6 +Axz) =6

Az—0 Az Axz—0

Vay f' (xg = 3) = 6.

Dinh nghia 1.2.2. Cho U la tdap hop md trong R, f : U — R la mot ham xdc dinh trén
U. Ham f dugc goi la khd vi trén U néu f kha vi tai moi diém cia U. Khi dé ham so
duge goi la dao ham cia ham so tren.

Néu f’ lien tuc trén U thi ta néi rang f kha vi lién tuc trén U.

Dinh ly 1.2.1. Cho tdp hgp md U C R va ham so f : U — R.
Néu f kha vi tai xo € U th
f(xo+h) — f(x0) = [ (xo) h+7(h).h

trong dé r (h) — 0 khi h — 0.
Chiing minh. Dt L{EH=I@) g1 (40) = 1 (n)
Do f kha vi tai xo ra ¢6 r (h) — 0 khi h — 0. Do d6

fxo+n) = f(xo) = f (x0) =7 (h)

Diéu kien can dé ham f kha vi tai x 1a f lien tuc tai do.
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Chii 4j : - Néu f lien tuc tai zo thi chua chic f kha vi tai d6. Chang han ham f (z) = |z
lien tuc tai zo = 0, tuy nhién khong ton tai gi6i han lim W = lim % tac la f
Az—0 z Az—0 2%

khong kha vi tai xg = 0.

- Néu ham s6 f c6 dao ham tai zy thi né lién tuc tai diem =zo.

1.2.1 Cac quy tac tinh dao ham.

Dinh 1y 1.2.2. Cho U la tap md trong R, f va g : U — R la cac ham kha vi tai xg € U
khi dé cic ham f 4 g, cf (c bat ky thuoc R), f.g va g (néu g (xo) #0) la cac ham khd vi
tar xo va ta co.

(f £9) (z0) = [ (20) £ ¢’ (20)
(ef) (o) = cf (o)

(f-9)" (x0) = [ (x0) g (wo) + f (0) ¢ (0)
<§>( o) = £/ @olalao)—f(ro)g'(xo)

9*(o)

1.2.2 DPao ham ham hgp va dao ham ham ngudgc.

Dinh 1y 1.2.3. Cho cdc tap hop U, V trong R va cic ham f:U =V, g:V — R. Gid
st f khd vi tai xg € U va g khd vi tai yo = f (xo) € V. Khi dé ham hgp gof kha vi tai x
va (gof) (zo) = ¢' [f (zo)] - f' (wo)-

Chiing minh: Cho zy mot s6 Az di bé sao cho zg + Az € U. Khi d6 f c6 sb gia Af;
ing véi s6 gia Af nay ham s6 h = gof c6 s6 gia Ah, d6 chinh 1a s6 gia ctia h tng véi Ax.
Néu Af # 0 ta co

Ah =g (f (x0)) Af +r(Af).Af (1)
trong d6 r (Af) — 0 khi d6 Af — 0. Dang thtic nay ciing ding khi cA Af = 0 vi khi d6

Ah=g(f (xo) + Af) — g (f (z0)) = g (f (x0)) — g (f (x0)) =0

Chia ca hai vé 1 cho Az ta dudc

Bh — g (f (x0)) &L + 7 (Af) AL = ¢/ (f (20)) f' (x0) khi Az — 0

Thc la ta c6
(gof) (x0) = g (f (x0)) -J' (x0)
Vidu 1.2.2. Tinh (In|z|), (z #0).

Ta c6
1

(In fz]) = ﬁ (Jzl) = { ER

||

x>0
<0

Vay
1

1 =z 0

(Infa])' = =, = #
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Dinh 1y 1.2.4. (g st
1) Ham s6 f: (a, b) — R lién tuc va don diéu thuc su trong khodng (a, b).
2) f ¢6 dao ham f'(xo) #0 tai xg € (a, b).
1 Khi d6 ham nguge g = f~! clia ham f c¢6 dao ham tai diém yo = f (20) va ¢’ (yo) =
el

Ching minh. V6i y € (¢, d) = f[(a, b)], y # yo do g cing don diéu thyc sy ta c6
z =g (y) # g (%) = zo.
O P 167) o 1€0) N _ 1
Khi 46 Z5=0 = forflew) — Tommea

T—xQ

Khi y — yo, do ham ngugce g ciing la ham lién tuc, ta c6 z — xg.

N £ i 9W)—g(yo) _ 1
Tu do6 ta co ylg;lo — lim M

T—T0 z—wg

Vay

g/ (yO) = f/ ($0)

Vi du 1.2.3. Mot s6 cic ham nguoc sau .

1) Xét ham sé y = arctan z ham nay la ham ngugce ctia ham ctia ham x = tany (—% <y< %)
=14 tan’y = 1 4 22

N 2 !
va ta co Ty, = C052

Vay ), = & = ﬁ tiic 1a (arctanx)’ = ﬁ
Yy
2) Xét ham y = arcsinz, x € (=1, 1) ham nay 1a ham nguge clia ham = = siny, y €
(=%, Z) ta co.
1 1 1
(arcsinz)’ = = = (x € (=1, 1))
cosy /1 —sinly V1—a?

Tuong tu ta co.

(arccosz) = —\/1+7 (x € (-1, 1))

(arctanx) = —1+1$2 (x € (—o0, +0))

1.2.3 Dao ham mot phia.

f(Aztao)—f(zo)

Dinh nghia 1.2.3. Cho ham s6 f : [, b] — R néu ton tai gidi han lim v

Ax—0+
thy gidi han do dugc goi la dao ham bén phai cia f tai o ki hieu f' (xo).
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Tuong tu, xét f : [a, xo) — R. Néu ton tai gidi han Alir% ]W++I)_f(x°) th duge goi
z—0—

la dao ham bén trdi ciua f tai xq, ki hieu [’ (xq).

Néu U 1a mot lan can ctia 7y va f : U — R thi cac tinh chat cia gi6i han ta suy ra
rang ham s6 f c6 dao ham tai z khi v& chi khi n6 c¢6 dao ham bén phai v dao ham bén
trai tai o va hai dao ham nay bang nhau.

Vi du 1.2.4. Xét ham f (v) = |z|. Tai diém zo =0 ta co.

A};gl}wrﬂ_&lc%ntrﬁ_l’hay fr () =1va

Aglclg(ly Az Aglcli%f Aw L, hay f-(0) L

Vay ham f khong c¢6 dao ham tai xy = 0.

1.2.4 Vi phan.

Dinh nghia 1.2.4. Cho tap hop mo U C R va anh za f : U — R kha vi tai xg € U. Ta
goi dnh za tuyén tinh ti R vao R xdc dinh bdi f' (xo) la vi phan cia f tai xo, ki hiéu la
df (xo). Nhu vay

df (xg) (h) = f' (x9), vdi moi h € R.

T dinh nghia dao ham va vi phan ta co

f(@o+h) = f (x0) = df (wo) (h) + 0 (h)
trong d6 0 (h) 1a vo ciing bé cap hon h khi h — 0. Néu f’ (zq) # 0 ta ¢6

Flxo+h) — f (z0) ~ df (zo) (h) khi h — 0.

Gia st f, g 1a cac ham kha vi zg € U. Ta ki hiéu df, dg 1a cac vi phan ctia ham f va g
tai xo. TU cac quy tac tinh dao ham ta suy ra cac quy tac sau day ctia phép tinh vi phan.
d(f+g)=df +dg
d(cf) = cdf
d(cf)=df g+ fd
d(f) = Lo (g (20) #0)

Ki hieu h = Az, vi phan ctia ham kha vi y = f(x) tai x duge viét lai dudi dang
dy = df (x) = f'(x) Az. Néu f(z) =z thi f'(z) =1, khido dy =doz =1 Az = Az va
do d6 vi phan ctia ham y = f (x) c6 the viét 1a

dy = [ (z) du.

Cong thiic nay ciing ding ca khi z 1a ham bién doc lap khac. That vay néuy = f [p (¢)]
ta co

dy = [f(e (1) dt = ' (x) ¢ () dt = [’ () dz
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