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Một số ký hiệu và chữ viết tắt

R : không gian thực
x := y : x được định nghĩa bằng y
∀x : với mọi x
∃x : tồn tại x
‖x‖ : chuẩn của vectơ x
〈x, y〉 = xTy : tích vô hướng của hai vectơ x và y
A : bao đóng của A.
coA : bao lồi của A.
coA : bao lồi đóng của A.
coneA : bao nón lồi của A.
coneA : bao nón lồi đóng của A.
aff(A) : bao affine của tập A.
ri(A) : tập điểm trong tương đối của tập A.
V (A) : tập các điểm cực biên (đỉnh) của A.
re(A) : nón lùi xa của A.
intA : tập hợp các điểm trong của A.
domf : tập hữu dụng của f .
f ∗ : hàm liên hợp của f .
epif : trên đồ thị của f .
∂f (x): dưới vi phân của f tại x.
f ′(x, d) : đạo hàm theo hướng d của f tại x.
A ⊂ B : tập A là tập con thực sự của tập B.
A ⊆ B : tập A là tập con của tập B.
A ∪B : A hợp với B
A ∩B : A giao với B
A×B : tích Đề - các của hai tập A và B
AT : ma trận chuyển vị của ma trận A
xk → x : dãy xk hội tụ mạnh đến x
xk⇀x : dãy xk hội tụ yếu đến x

4
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Mở đầu

Giải tích lồi là bộ môn cơ bản của giải tích hiện đại, nghiên cứu về tập

lồi và hàm lồi cùng những vấn đề liên quan. Bộ môn này có vai trò quan

trọng trong nhiều lĩnh vực khác nhau của toán học ứng dụng, đặc biệt là

trong tối ưu hóa, bất đẳng thức biến phân, các bài toán cân bằng,...

Một trong những vấn đề quan trọng của giải tích lồi đó là phép chiếu

lên một tập lồi đóng. Đây là một công cụ sắc bén và khá đơn giản để chứng

minh nhiều định lý quan trọng như định lý tách, định lý xấp xỉ tập lồi,

định lý về sự tồn tại nghiệm của bất đẳng thức biến phân,... Những cách

chứng minh dựa vào phép chiếu thường mang tính chất kiến thiết, gợi mở

đến nhiều vấn đề khác.

Trong luận văn này, tác giả tập trung vào việc trình bầy định nghĩa,

tính chất cùng những ứng dụng quan trọng của phép chiếu. Luận văn bao

gồm 2 chương.

Trong chương 1, trình bầy một số kiến thức cơ sở về không gian Hilbert,

về tập lồi và hàm lồi. Chúng là những công cụ cơ bản nhất cho những

nghiên cứu được trình bầy trong luận văn. Chương 2 là chương chính của

luận văn. Trong chương này, tác giả trình bầy về khái niệm, tính chất cơ

bản của phép chiếu. Trong quá trình nghiên cứu chúng ta biết rằng hình

chiếu vuông góc của một điểm lên tập lồi đóng, khác rỗng trong không

gian Hilbert luôn tồn tại và duy nhất. Dựa vào đó, tác giả đề cập đến

những ứng dụng của nó, cụ thể là chứng minh định lý tách, chứng minh

sự tồn tại dưới vi phân của hàm lồi, giải bài toán bất đẳng thức biến phân

trong không gian Hilbert.

5
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Chương 1

Một số kiến thức cơ bản

Trong chương này, ta sẽ trình bày những kiến thức cơ bản về không

gian Hilbert, tập lồi và hàm lồi. Các kiến thức này được lấy từ các tài liệu

[1,2,4,5].

1.1 Kiến thức cơ bản về không gian Hilbert

Trong phần này ta sẽ xét X là một không gian Hilbert thực. Sau đây

ta nhắc lại một số kiến thức liên quan.

1.1.1 Không gian Hilbert thực

Định nghĩa 1.1. Cho X là một không gian tuyến tính trên trường số thực

R. Một tích vô hướng trong X là một ánh xạ được kí hiệu

〈., .〉 : X ×X → R

thỏa mãn các điều kiện sau đây:

1) 〈x, x〉 ≥ 0∀x ∈ X;
〈x, x〉 = 0⇔ x = 0;
2) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 ∀x, y ∈ X;
3) 〈x1 + x2, y〉 = 〈x1, y〉+ 〈x2, y〉 ∀x1, x2, y ∈ X;
4) 〈αx, y〉 = α 〈x, y〉 ∀x, y ∈ X,α ∈ R.

Khi đó, không gian tuyến tính X 〈., .〉 được gọi là không gian tiền Hilbert.

Ví dụ 1.1. Không gian C[a,b] gồm tất cả các hàm liên tục trên đoạn [a, b]

6
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với các phép toán thông thường và với tích vô hướng cho bởi:

〈x, y〉 =

b∫
a

x(t)y(t)dt

là một không gian tiền Hilbert.

Định nghĩa 1.2. Không gian đầy đủ là không gian mà mọi dãy Cauchy

đều hội tụ.

Ví dụ 1.2. i) Không gian C[a,b] với chuẩn ‖x‖1 = max |x(t)| là không gian

đầy đủ.

ii) Không gian C[a,b] với chuẩn ‖x‖2 =

(
b∫
a

|x(t)|2dt
)1/2

không là không

gian đầy đủ.

Định nghĩa 1.3. Không gian tiền Hilbert đầy đủ được gọi là không gian

Hilbert.

Ví dụ 1.3. i) Không gian L2
[a,b] với chuẩn ‖x‖2 =

(
b∫
a

|x(t)|2dt
)1/2

là một

không gian Hilbert.

ii) Không gian l2 với chuẩn ‖x‖ =

( ∞∑
n=1
|ξn|2

)1/2
< +∞, x = (ξ1, ..., ξn)

là một không gian Hilbert.

Nhận xét 1.1. i) Không gian tiền Hilbert là không gian định chuẩn với

chuẩn ‖x‖ = 〈x, x〉
1/2.

ii) Không gian tiền Hilbert luôn có bất đẳng thức Schwars:

‖〈x, y〉‖ ≤ ‖x‖ . ‖y‖

iii) Không gian tiền Hilbert luôn thỏa mãn điều kiện bình hành:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
iv) Tích vô hướng (x, y) là một hàm số liên tục đối với biến x và y.

7
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1.1.2 Khai triển trực giao và hệ trực chuẩn

Định nghĩa 1.4. i) Hai vectơ x và y của một không gian Hilbert X được

gọi là trực giao với nhau nếu 〈x, y〉 = 0 và được kí hiệu là x⊥y.
ii) Phần tử x của không gian Hilbert X được gọi là trực giao với một tập

M nếu x trực giao với tất cả các phần tử của M .

iii) Tập tất cả các vectơ trực giao với tập M làm thành một không gian

con đóng của X. Kí hiệu: M⊥ = {x ∈ X |x⊥M } và được gọi là phần bù

trực giao của M .

Từ định nghĩa trên ta có thể suy ra một số tính chất đơn giản sau:

Tính chất 1.1. Nếu x⊥y thì y⊥x. Ta có x⊥x khi và chỉ khi x = 0. Vectơ

0 trực giao với mọi vectơ x.

Chứng minh. Thật vậy, x⊥y ⇔ 〈x, y〉 = 0. Suy ra: 〈y, x〉 = 0⇔ y⊥x.
+) x⊥x⇔ 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0∀x ∈ X.

+) Ta có: 〈0, x〉 = 0⇔ 0⊥x∀x ∈ X.

Tính chất 1.2. Nếu x⊥y1, x⊥y2, ..., x⊥yn thì x trực giao với một tổ hợp

tuyến tính của y, tức là x⊥(α1y1 + α2y2 + ...+ αnyn)∀αi ∈ R.

Chứng minh. Thật vậy, xét:

〈x, α1y1 + α2y2 + ...+ αnyn〉
= (x, α1y1) + (x, α2y2) + ... (x, αnyn)
= α1 (x, y1) + α2 (x, y2) + ...+ αn (x, yn) = 0

Do đó, x⊥(α1y1 + α2y2 + ...+ αnyn)∀αi ∈ R.

Tính chất 1.3. Nếu x⊥yn, lim
n→∞

yn = y thì x⊥y.

Chứng minh. Ta có: x⊥yn ⇔ (x, yn) = 0 ⇔ lim
n→∞

(x, yn) = 0. Do X là

không gian Hilbert nên tích vô hướng là một hàm liên tục hai biến. Do đó,

(x, y) = lim
n→∞

(x, yn) = 0 nên x⊥y.

Tính chất 1.4. Nếu x⊥y thì ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 (định lý Pytago).

Chứng minh. Thật vậy, do x⊥y nên (x, y) = 0. Do đó,

‖x+ y‖2 = (x+ y, x+ y) = (x, x) + 2 (x, y) + (y, y) = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Bằng quy nạp ta chứng minh tổng quát hơn, nếu các vectơ x1, x2, ..., xn

đôi một trực giao với nhau và x =
n∑
i=1

xi thì ‖x‖2 =
n∑
i=1
‖xi‖2.

8
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Tính chất 1.5. Nếu {xn} là một hệ trực giao (nghĩa là các vectơ trực

giao từng đôi một) thì chuỗi
∞∑
n=1

xn hội tụ khi và chỉ khi chuỗi số
∞∑
n=1
‖xn‖2

hội tụ.

Chứng minh. Thật vậy, cho Sn =
n∑
k=1

xk, Sn
′
=

n∑
k=1

‖xk‖2

Với mọi n > m đủ lớn, theo định lý Pytago ta có:

‖Sn − Sm‖2 = ‖xm+1 + ...+ xn‖2 = ‖xm+1‖2 + ...+ ‖xn‖2 =
∣∣∣Sn′ − Sm

′
∣∣∣

Vì không gian Hilbert là không gian đủ nên từ ‖Sn − Sm‖ → 0 ta suy ra

{Sn} hội tụ khi và chỉ khi
{
Sn

′
}

hội tụ.

Định lý 1.1. Cho M là một không gian con đóng của một không gian

Hilbert X. Bất kỳ phần tử x nào của X cũng có thể biểu diễn một cách

duy nhất dưới dạng

x = y + z, y ∈M, z ∈M⊥ (1.1)

trong đó y là phần tử của M gần x nhất tức là ‖x− y‖ ≤ ‖x− u‖ với mọi

u ∈M .

Chứng minh. Có thể thấy ngay rằng phân tích (1.1) nếu có phải là duy

nhất vì nếu x = y+z = y′+z′ với y, y′ ∈M ; z, z′ ∈M⊥ thì y−y′ = z′−z
mà M,M⊥ đều là không gian con nên y − y′ ∈ M ; z′ − z ∈ M⊥ tức là

(y′ − y)⊥(z′ − z), do đó y − y′ = z′ − z = 0. Thành thử vấn đề chủ yếu

là sự tồn tại của phân tích (1.1).

Ta nhận xét rằng: Trong trường hợp riêng X = R2 và M là một đường

thẳng thì định lý nói lên một sự kiện quen thuộc.

Trong trường hợp tổng quát ta đặt:

d = inf
u∈M
‖x− u‖

Theo định nghĩa cận dưới đúng, tồn tại một dãy un ∈M sao cho ‖x− un‖ →
d(n → ∞). Áp dụng đẳng thức bình hành cho x − un và x − um ta có:

‖2x− (un + um)‖2 + ‖um − un‖2 = 2‖x− un‖2 + 2‖x− um‖2.

Khi n,m → ∞ thì vế phải dần tới 4d2 còn phần đầu vế trái bằng

4
∥∥x− un+um

2

∥∥2 ≥ 4d2 vì 1
2 (un + um) ∈M .

9
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Vậy, khi n,m → ∞ thì ‖un − um‖ → 0, do đó un dần tới một giới hạn y

nào đó. Ta có y ∈M vì M đóng và ‖x− y‖ = lim
n→∞
‖x− un‖ = d.

Bây giờ ta đặt z = x− y và tìm cách chứng minh z ∈M⊥. Muốn thế,

xét một phần tử u bất kỳ của M . Ta có, với mọi số thực α:

(z − αu, z − αu) = ‖z‖2 − 2α (z, α) + α2‖u‖2

Mà y+αu ∈M nên (z − αu, z − αu) = ‖z − αu‖2 = −‖x− (y + αu)‖2 ≥
d2. Mặt khác, ‖z‖2 = ‖x− y‖2 = d2, do đó với mọi số thực α:

−2α (z, α) + α2‖u‖2 ≥ d2 − d2 = 0

Điều này chỉ có thể xảy ra nếu (z, u) = 0 tức là z⊥u. Vậy, z ∈M⊥ (đpcm).

Vectơ y trong phân tích (1.1) gọi là hình chiếu của x lên không gian con

M . Đó là khoảng cách nhỏ nhất từ M tới x.

Đặt Px = y, ta xác đinh một toán tử P gọi là toán tử chiếu lên M :

P : X →M
x 7→Px=y

Rõ ràng, P là một toán tử tuyến tính liên tục vì ‖Px‖ ≤ ‖x‖.

Định nghĩa 1.5. Một hệ {en} các phần tử của không gian Hilbert X được

gọi là hệ trực chuẩn nếu (ei, ej) = δij trong đó δij = 1 nếu i = j và δij = 0

nếu i khác j.

Như vậy một hệ trực chuẩn là một hệ trực giao và chuẩn hóa ‖ei‖ = 1∀i.
Khi {en} là một hệ trực chuẩn thì với mọi x ∈ X, số ζi = (x, ei) được gọi

là hệ số Fourier của x đối với ei và chuỗi
∞∑
i=1

ζiei được gọi là chuỗi Fourier

của x theo hệ {en}. Ta có các tính chất sau:

i)
∞∑
i=1

ζi
2 ≤ ‖x‖2 (Bất đẳng thức Besel).

ii) Chuỗi
∞∑
i=1

ζiei hội tụ và (x−
∞∑
i=1

ζiei)⊥en.

Một hệ trực chuẩn {en} gọi là đầy đủ khi chỉ có vectơ 0 mới trực giao với

tất cả các phần tử của hệ x⊥en(n = 1, 2, ...). Suy ra x = 0.

Định lý 1.2. Cho {en} là một hệ trực chuẩn, ζn = (x, en) là các hệ số

Fourier của x đối với en. Các mệnh đề sau là tương đương:
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