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Lo1 no1 dau

Bai toan nghién ctu su ton tai, tinh duy nhat ctia diem bat dong cia
anh xa 1a mot van de thoi sy, thu hat duge st quan tam ctia nhicu nha
toan hoc trén thé gi6i va dat duge nhiéu két qua quan trong. V6i mot
khong gian X, f : X — X la mot anh xa. Diém zy € X théa man
zo = f(xg) dudc goi 1a diém bat dong ctia anh xa f. Van dé dat ra la véi
nhitng diéu kién nao ctia X va f thi f c¢6 diém bat dong va khi nao diém
bat dong do 1a duy nhat.

Nhitng dinh 1 vé diém bat dong xuat hien tit dau thé k§ XX. Cac cong
trinh dau tién 1a Nguyéen ly diém bat dong Brouwer (1912) va Nguyén
Iy 4nh xa co Banach (1922), trong d6 Nguyén 1y anh xa co Banach dugc
danh gia 1a dinh 1y diém bat dong don gian va dudc st dung rong rai
nhat. Vé sau, cac két qua kinh dién nay da dudc mé rong ra nhiéu 16p
anh xa va cac khong gian khac nhau va dugc tng dung rong rai trong
nhiéu linh vuc khac nhau ctia toan hoc. Cac két qua nghién citu vé diém
bat dong ciia anh xa tap chung vao cac huéng: nghién ctu sy ton tai,
duy nhat ctia diem bat dong. Cac phuong phép tim diém bat dong va
nghién citu tng dung cta dinh 1y diém bat dong. Cac cong trinh theo
huéng nghién cttu nay duge biét dén véi ten: "Ly thuyét diém bat dong”"
va ngay cang ducc phét trién manh mé.

Thoi gian gan day, cac dinh 1y diém bat dong con dude md rong cho
mot ho anh xa hop thanh gitta cac khong gian metric. Cho M;, ..., M,
la mot ho cac khong gian metric, A; : M; — M, =1,...,p—1va
A, : M, — M; 1a mot ho cac anh xa. Van dé dat ra la v6i nhing diéu
kién nao cta cac khong gian M; va anh xa A; thi cac anh xa hgp thanh
Aj 1. Aj A« M; — M; c6 diém bat dong. Nam 1985, N. P. Nung
trong [8] da chitng minh mot dicu kien du cho sy ton tai duy nhat cla
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anh xa hgp thanh gitta ba khong gian metric. Trong [6], cac tac gid xem
xét truong hop p = 3 va tinh chat lién tuc cia cac anh xa duge bd qua.
L. Kikina va K. Kikina khéo sat véi p = 4 trong [5], trong [3] cac tac gia
ching minh dinh 1y diém bat dong v6i p = 5, .... Trong luan vin nay,
chiing toi trinh bay tong quan cac két qua nghién citu va ching minh
chi tiét két qua L. Kikina trong [6], cia M. Garg and S. Agarwal trong
[3]. Ngoai ra chung toi chiing minh théem mot két quéa nghién citu vé cai
tién két qua cia M. Garg and S. Agarwal.

Luan van gom hai chuong:

Chuong 1: Danh cho viéc trinh bay mot s6 van dé co s6 clia khong gian
metric, khong gian Banach, Nguyén 1y 4nh xa co Banach va két qua cua
L. Kikina trong [6] trong truong hop p = 3.

Chuong 2: Ching toi trinh bay vé cac dang dinh 1y diém bat dong cia
anh xa hop thanh gitta nam khong gian metric day du.

Luan van nay dugc hoan thanh véi sy huéng dan va chi bao tan tinh
cia TS. Ha Tran Phuong - Dai hoc Su Pham - Dai hoc Thai Nguyén.
Tac gia xin duge bay t6 long biét on sau sic téi TS. Ha Tran Phuong.
Nguoi Thay da danh rat nhiéu thoi gian quy bau, tam huyét. Da huéng
dan, gitp da, dong vién tac gid trong sudt qua trinh nghién ctu va hoan
thanh luan van.

Tac gia xin tran trong cam on t6i Ban Giam hiéu, cac thay co gido
Truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén. Nhiing thay co da
tan tinh day bao cho tac gia sudt thai gian hoc. Da trang bi cho tac gia
va 16p Cao hoc Toan K4c nhitng kién thic va tao moi dieu kién cho 16p
hoc tap tai truong. Dong thoi tac gid xin gii 161 cAm on té6i tap the 16p
Cao hoc Toan K4c - Truong Dai hoc Khoa hoc da dong vién, giup do
tac gia trong qua trinh hoc tap va lam luan van nay.

Tac gid xin cam on t6i S& Gidao duc - Dao tao Tinh Ha Giang, Ban
Giam hiéu va cac dong nghieép truong THPT Kim Ngoc - Huyén Bac
Quang da tao diéu kien vé moi mat dé tac gid duge tham gia hoc tap va
hoan thanh khoéa hoc.

Tuy nhién, do thsi gian va khuon kho ciia luan van thac si, nén chéac
rang trong qua trinh nghién cttu khong tranh khéi nhitng thiéu sét, tac
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gid rat mong dudc su chi day va dong gop v kién ciia quy Thay Co va
doc gia quan tam t46i luan van nay.

Thai Nguyén, ngay 18 thang 11 nam 2012
Tac gia

Pham Anh Khoa
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Chuong 1

Mé dau ve diém bat dong ctia Anh
xa hop thanh

Trong chuong nay ching t6i sé gi6i thitu mot sé dinh 1y co dién ve
dinh 1y diém bat dong va chitng minh lai dinh 1y diém bat dong ctia anh
xa hop thanh gitta ba khong gian metric day du cta L. Kikina ([6]).

1.1 Anh xa Lipschitz va dinh 1y diém bt dong
1.1.1 Mot s6 khai niém

Cho X la mot tap khéc rong, trén X ta trang bi ham so

P XxX >R
(z,y) = plx,y)

thoa méan cac dieu kién
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v6i moi x,y,z € X. Khi d6 p dudc goi 1a mot metric hay khoang cach
tren X va ciap (X, p) goi 1a mot khong gian metric. Mdi phan tit cia X
sé duge goi la mot diém, p(x,y) goi 1a khodng cich gitta hai diém x,y
trén X.
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Cho X 1a mot khong gian tuyén tinh trén truong K (C,R), chuan
trén X 1a ham so6

] : X — R
z = |||
théa man cac diéu kieén
(1) lz[l =0,  Jlz]| =02 =0;
2)  [|Az]] = [Al]|=;
@)l +yll < =]+ [lyl],

véi moi z,y € X va A € K.

Cap (X,]].]]), trong d6 X 1a mot khong gian tuyén tinh, ||.|| & mot
chuan trén X. Goi 1a mot khong gian dinh chuan (hay con goi la khong
gian tuyén tinh dinh chudn).

Véi mot khong gian dinh chuan (X, ||.||), ta d& dang chiing minh duge
ham

p: X xX =R,
xac dinh béi p(z,y) = ||z —y||, véi z,y € X, 1a mot metric trén X, p = o
goi 13 metric sinh béi chuan. Nhu vay mdi khong gian dinh chuan déu la
khong gian metric.

Vi du 1.1. Dé dang ching minh dugc K = R hoéc K = C 1a khong gian
dinh chuan vé6i chuan xéc dinh béi:

|z|| = |x| véix e X,
Do d6 K 1a khong gian metric v6i p(x,y) = |z — y|.

Vidu 1.2. Cho X =R" v6i x = (21, ..., z,), dit

|z|| = \/\le + |22 + ..+ |z

Khi do6 [[z]| > 0, ||z]| = 0 khi va chi khi 2y = --- = 2, = 0, tic 1a
z=0. ||]Ax]| = /AT + ... + Az, 2 = [A||z]]. VA véi z = (24, ..., z,),
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Yy = (yb 73/71) € Rna

lz+ylI” = (Jz1 4+ 01])” + o+ (|2 + yal)”
= (|lz1)? + . 4 |2a?) + (I + o+ []?)
+ 2(|lz1yr| + -+ [T0ynl)
< (| + 4 2a?) + (P + o+ [yl?)
+2v/ |22 + o [P P+ [yl
= (VIml? + .+ 2l + VP + o+ )

T d6 ||z + y|| < ||z|| + ||ly||. Nhu vay, ||.]| 14 mot chuan trén R”. Do d6

n
pla,y) = llz =yl = | D lor — ul?
k=1

13 mot metric trén R”.
Cho (X, p) 1a mot khong gian metric, zp € X va r > 0. Tap
B(.CU(),T’) = {.CU cX: p(.ﬁU(),aT) < T}

goi 1& hinh cau md tam zy ban kinh r. Tap

B(zo,r) ={r € X : p(xg,7) <1}

goi 1a hinh cau déng tam xy ban kinh r. Gid st A 1a mot tap con cia
khong gian metric ctia X, diém zy € A dude goi 1a diém trong clia A
néu ton tai r > 0 sao cho B(wzg,r) C A. Tap tat ca cac diém trong clia
A dugce goi 1a phan trong ciia A va ki hiéu intA hoac A°. Mot tap con
A trong khong gian metric (X, p) duge goi 1a déng néu phan bu ciia né
CxA la tap maé.

Nhan xét. Trong khong gian metric (X, p), X, 0 la cic tap md. Hinh
cau B(zg,r) la mot tap md vi véi moi v € B(xg,r) luon ton tai ry =
r—p(z0,7) > 0 sao cho B(z,r1) C B(xo,7), titc la moi diém ciia B(zg,r)
deéu la diém trong. Hién nhién X va () ciing la nhitng tap dong trong khong
gian metric. Ngodai ra moi hinh cau déng la mot tap dong.
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Cho (X, p) la mot khong gian metric, {z,} 1a& mot day cac phan ti
ciia X, ta noi {z,} hoi tu dén ¢ € X néu:

lim p(x,,x0) = 0.

n—oo

Khi d6 ta viét lim z, = g hodc z,, — o, zo goi 1a gidi han ctia day

{xn} n—+00

Khong gian metric day da, khéng gian Banach

Gia st (X, p) 1a mot khong gian metric. Day {x,} cac phan tit cia X

duge goi 1a mot day Cauchy (hay con goi la day co ban) néu:
lim p(zy,,z,) =0.
™m,n—00

Nghia 1 v6i moi € > 0, ton tai ng € N*, v6i moi m,n > ng : p(xm, x,) <
E.

Trong truong hop X 1a khong gian siéu metric, dieu kien Cauchy ctlia
day {z,} C X la

lim p(z,, xp11) = 0.
n—oo

Ta biét rang moi day hoi tu trong khong gian metric déu 1a nhiing
day Cauchy, tuy nhién diéu ngudc lai chua chic dung.

Vi du 1.3. Q v6i metric p(x,y) = |r — y|,z,y € Q la mot khong gian
metric, day {x < ) } la mot day Cauchy trong @Q nhung
khong hoi tu trong Q.

Khong gian metric X dudc goi 1a khong gian metric day di néu véi
moi day Cauchy cac phan tit ctia X déu hoi tu. Khong gian dinh chuan
day du v6i metric sinh béi chuan dude goi 1a khong gian Banach.

Vi du 1.4. R, C v6i metric ty nhién, 1 cdc khong gian metric day du
(theo tieu chuan Cauchy trong cac khong gian nay). Dong thdi chiing
cling 1a cac khong gian Banach. R” ciing 13 mot khong gian metric day
dt. Tuy nhién Q khong 13 khong gian day du.
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