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Mở đầu

Cơ sở đóng vai trò thiết yếu trong nghiên cứu các không gian vector

cả trong trường hợp hữu hạn chiều cũng như vô hạn chiều. Ý tưởng là

giống nhau trong cả hai trường hợp, cụ thể là một họ các phần tử sao cho

mọi vector trong không gian được xét có thể biểu diễn một cách duy nhất

như một tổ hợp tuyến tính của các phần tử này. Trong không gian vô hạn

chiều, tình huống sẽ trở nên phức tạp hơn: chúng ta buộc phải làm việc

với chuỗi vô hạn. Có một số khái niệm cơ sở khác nhau trong không gian

Hilbert như cơ sở trực chuẩn, cơ sở Schauder, cơ sở Riesz. Tuy nhiên cơ

sở có một số hạn chế trong đó hạn chế chính là thiếu đi tính linh hoạt.

Trong một số trường hợp các điều kiện để trở thành cơ sở quá mạnh đến

mức dường như ta không thể xây dựng được các cơ sở với những tính chất

đặc biệt và một sự thay đổi nhỏ trên cơ sở cũng làm cho nó không còn

là cơ sở nữa. Một hạn chế khác của cơ sở là thiếu đi tính ổn định đối với

các tác động của các toán tử. Những hạn chế vừa đưa ra là một số lý do

khiến chúng ta nghiên cứu khái niệm khung mà trong nhiều trường hợp

ở đó cơ sở tồn tại nhưng khung vẫn được sử dụng hữu hiệu hơn.

Khái niệm khung được đưa ra năm 1952 bởi Duffin và Schaeffer khi

họ nghiên cứu chuỗi Fourier không điều hòa, tức là chuỗi thiết lập từ{
eiλnx

}
n∈Z trong đó λn ∈ R hoặc λn ∈ C,∀n ∈ Z. Tuy nhiên phải đến

năm 1986 sau bài báo của Daubechies, Grossmann và Meyer thì khung
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mới được quan tâm rộng rãi. Khung được sử dụng nhiều trong xử lý tín

hiệu, lý thuyết mật mã, lý thuyết lượng tử...

Luận văn bao gồm phần mở đầu, ba chương, kết luận và danh mục

các tài liệu tham khảo.

Chương 1: Trình bày hệ thống các khái niệm cơ sở cùng các tính chất.

Chương 2: Trình bày tổng quan về lý thuyết khung trong không gian

Hilbert.

Chương 3: Trình bày một số mối liên hệ giữa khung và cơ sở Riesz.

Tuy bản thân có nhiều cố gắng, song thời gian và năng lực của bản

thân có hạn nên luận văn khó tránh khỏi những thiếu sót. Rất mong được

sự đóng góp ý kiến của các thầy cô cùng toàn thể bạn đọc.

Thái Nguyên, ngày 25 tháng 09 năm 2012.

Tác giả

Nguyễn Ngọc Tú
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Chương 1

Cơ sở

1.1 Một số khái niệm và kết quả chuẩn bị

Trong mục này chúng tôi nhắc lại một vài khái niệm và kết quả sẽ cần

đến trong những phần tiếp theo. Các kết quả có thể tham khảo trong [1].

Định nghĩa 1.1.1 Giả sử H là không gian Hilbert, toán tử bị chặn U :

H → H gọi là toán tử unita nếu UU∗ = U∗U = I. Khi đó 〈Ux, Uy〉 =

〈x, y〉 ,∀x, y ∈ H.

Định nghĩa 1.1.2 Cho 1 họ các không gian Hilbert {Hn}∞n=1, tổng

trực tiếp của chúng được ký hiệu bởi :

H =

( ∞∑
n=1

⊕Hn

)
l2

(1.1)

bao gồm tất cả các dãy g = (g1, g2, ...), với gn ∈ Hn,∀n ∈ N và
∞∑
n=1
‖gn‖2 <∞.

H là một không gian Hilbert tương ứng với tích 〈f, g〉 =
∞∑
n=1
〈fn, gn〉Hn

,

f, g ∈ H, với chuẩn ‖g‖2 =
∞∑
n=1
‖gn‖2.

Bổ đề 1.1.3 Giả sử µ là độ đo dương trên σ- đại số M. Giả thiết
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rằng {An}∞n=1 ⊂M và A1 ⊇ A2 ⊇ ... ⊇ An ⊇ ...

Nếu µ (A1) <∞ thì µ

(
∞
∩
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ (An).

Định lý 1.1.4 Giả sử Un : X → Y, n ∈ N là một dãy của các toán

tử bị chặn, Un hội tụ từng điểm đến ánh xạ U : X → Y . Khi đó U

là tuyến tính, bị chặn. Ngoài ra, dãy của các chuẩn ‖Un‖ bị chặn và

‖U‖ ≤ lim inf ‖Un‖.

Toán tử U : X → Y là khả nghịch nếu U là toàn ánh và đơn ánh.

Định lý 1.1.5 Một toán tử song ánh, bị chặn giữa các không gian

Banach có nghịch đảo bị chặn.

Định lý 1.1.6 Nếu U : X → X bị chặn và ‖I − U‖ < 1 thì U là khả

nghịch và U−1 =
∞∑
k=0

(I − U)k. Ngoài ra,
∥∥U−1∥∥ ≤ 1

1−‖I−U‖.

Bổ đề 1.1.7 Cho H,K là các không gian Hilbert. Giả sử U : K → H

là toán tử bị chặn. Khi đó có khẳng định sau:

(i) ‖U‖ = ‖U∗‖ và ‖UU∗‖ = ‖U‖2.

(ii) RU đóng trong H khi và chỉ khi RU∗ đóng trong K.

(iii) U là toàn ánh khi và chỉ khi tồn tại 1 hằng số C > 0 sao cho

‖U∗y‖ ≥ C ‖y‖ ,∀y ∈ H.

Định lý 1.1.8 Giả sử H là không gian Hilbert và f : H → C là ánh

xạ tuyến tính liên tục. Khi đó tồn tại duy nhất một y ∈ H sao cho

f (x) = 〈x, y〉.

Định lý 1.1.9 Giả sử U1, U2, U3 là các toán tử tự liên hợp.

Nếu U1 ≤ U2, U3 ≥ 0 và U3 giao hoán với U1, U2 thì U1U3 ≤ U2U3.

Bổ đề 1.1.10 Giả sử H là không gian Hilbert. Mọi toán tử dương, bị

chặn U : H → H có duy nhất căn bậc hai dương bị chặn W . Nếu U là

tự liên hợp thì W là tự liên hợp. Nếu U là khả nghịch thì W cũng là
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khả nghịch. W có thể biểu thị như một giới hạn của dãy các đa thức

của U và giao hoán với U .

Bổ đề 1.1.11 Giả sử H là không gian Hilbert. Khi đó :

(i) Mọi toán tử bị chặn, khả nghịch U : H → H có 1 biểu diễn duy

nhất U = WP mà U là toán tử unita, P dương.

(ii) Giả thiết rằng H là phức. Khi đó mọi toán tử dương P trên

H với ‖P‖ ≤ 1 có thể viết là trung bình các toán tử unita, tức là

P = 1
2 (W + W∗) ; W = P + i

√
I − P 2.

Bổ đề 1.1.12 Giả sử H,K là các không gian Hilbert, giả thiết rằng

U : K → H là toán tử bị chặn với miền giá trị đóng RU . Khi đó tồn

tại 1 toán tử bị chặn U † : H → K mà UU †f = f, ∀f ∈ RU .

Toán tử U † được gọi là giả nghịch đảo của U . Ta cũng thường thấy

giả nghịch đảo của một toán tử U với miền giá trị đóng được định nghĩa

như toán tử duy nhất thỏa mãn :

NU † = R⊥U ,RU † = N⊥U và UU †f = f, f ∈ RU . (1.2)

Bổ đề 1.1.13 Giả sử H,K là các không gian Hilbert và U : K → H

là toán tử bị chặn với miền giá trị đóng. Khi đó:

(i) Hình chiếu trực giao của H lên RU được cho bởi UU †.

(ii) Hình chiếu trực giao của H lên RU † được cho bởi U †U .

(iii) U∗ có miền giá trị đóng và (U∗)† =
(
U †
)∗
.

(iv) Trên RU , toán tử U † được cho bởi U † = U∗(UU∗)−1.

Định lý 1.1.14 Giả sử H,K là các không gian Hilbert và U : K → H

là một toán tử toàn ánh, bị chặn. Cho y ∈ H, phương trình Ux = y

có duy nhất một nghiệm có chuẩn nhỏ nhất là x = U †y.
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