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Lêi c¶m ¬n

T«i xin göi lêi biÕt ¬n ch©n thµnh nhÊt ®Õn PGS.TS Lª ThÞ Thanh Nhµn.

C« ®· dµnh rÊt nhiÒu thêi gian vµ t©m huyÕt trong viÖc híng dÉn t«i. Cho

®Õn h«m nay, luËn v¨n th¹c sÜ cña t«i ®· ®îc hoµn thµnh còng chÝnh lµ

nhê sù nh¾c nhë, ®«n ®èc, sù gióp ®ì nhiÖt t×nh cña C«.

T«i xin tr©n träng c¶m ¬n Ban Gi¸m hiÖu, Khoa To¸n - Tin vµ Phßng

§µo t¹o - Khoa häc vµ Quan hÖ quèc tÕ cña trêng §¹i häc Khoa häc -

§¹i häc Th¸i Nguyªn. T«i xin tr©n träng c¶m ¬n c¸c ThÇy C« ®· tËn t×nh

truyÒn ®¹t nh÷ng kiÕn thøc quý b¸u còng nh t¹o mäi ®iÒu kiÖn thuËn lîi

nhÊt ®Ó t«i hoµn thµnh luËn v¨n nµy.

T«i xin ch©n thµnh bµy tá lßng biÕt ¬n ®Õn gia ®×nh, b¹n bÌ, nh÷ng

ngêi ®· kh«ng ngõng ®éng viªn, hç trî vµ t¹o mäi ®iÒu kiÖn tèt nhÊt cho

t«i trong suèt thêi gian häc tËp vµ thùc hiÖn luËn v¨n.
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Lêi nãi ®Çu

Trong lý thuyÕt ®a thøc, ®a thøc bÊt kh¶ quy ®ãng mét vai trß quan

träng gièng nh vai trß cña sè nguyªn tè trong tËp c¸c sè nguyªn. NÕu

§Þnh lý c¬ b¶n cña Sè häc cho phÐp coi c¸c sè nguyªn tè nh lµ nh÷ng

viªn g¹ch x©y nªn tËp c¸c sè nguyªn, th× c¸c ®a thøc bÊt kh¶ quy chÝnh lµ

nh÷ng viªn g¹ch x©y nªn tËp tÊt c¶ ®a thøc. Bëi v× mçi ®a thøc bËc d¬ng

d¹ng chuÈn (tøc lµ hÖ sè cao nhÊt b»ng 1) víi hÖ sè trªn mét trêng ®Òu

viÕt ®îc thµnh tÝch cña h÷u h¹n ®a thøc bÊt kh¶ quy d¹ng chuÈn vµ sù

ph©n tÝch ®ã lµ duy nhÊt nÕu kh«ng kÓ ®Õn thø tù c¸c nh©n tö.

Bµi to¸n xÐt tÝnh bÊt kh¶ quy cña c¸c ®a thøc trªn trêng phøc C vµ

trªn trêng thùc R ®· ®îc gi¶i quyÕt tõ ®Çu thÕ kØ 19, khi ngêi ta chøng

minh ®îc §Þnh lý c¬ b¶n cña §¹i sè. Cô thÓ, c¸c ®a thøc bÊt kh¶ quy

trªn C lµ vµ chØ lµ c¸c ®a thøc bËc nhÊt; c¸c ®a thøc bÊt kh¶ quy trªn R
lµ vµ chØ lµ c¸c ®a thøc bËc nhÊt hoÆc bËc hai víi biÖt thøc ©m. Tuy nhiªn

bµi to¸n xÐt tÝnh bÊt kh¶ quy cña ®a thøc trªn trêng h÷u tû Q hoÆc trªn

trêng thÆng d Zp (víi p lµ sè nguyªn tè) vÉn ®ang thö th¸ch c¸c nhµ

to¸n häc trªn thÕ giíi.

Môc ®Ých cña luËn v¨n lµ tr×nh bµy mét sè kÕt qu¶ vÒ ®a thøc bÊt kh¶

quy trªn mét trêng, ®Æc biÖt lµ trªn trêng Q vµ trêng Zp. Néi dung cña

luËn v¨n ®îc viÕt dùa theo cuèn s¸ch ``Lý thuyÕt Galois" cña J. Rotman

[Rot], cuèn s¸ch ``§a thøc vµ tÝnh bÊt kh¶ quy" cña A. Schinzel [Sc], bµi

b¸o ``TÝnh bÊt kh¶ quy cña ®a thøc" ®¨ng trªn T¹p chÝ §¹i sè cña I. Seres

[S] vµ bµi b¸o ``Tiªu chuÈn bÊt kh¶ quy cña ®a thøc" ®¨ng trªn t¹p chÝ næi

tiÕng Ann. Math cña H. L. Dorwart - O. Ore [DO].

LuËn v¨n gåm 3 ch¬ng. Ch¬ng 1 tr×nh bµy mét sè kiÕn thøc c¬ së vÒ

®a thøc bÊt kh¶ quy vµ sö dông ®a thøc bÊt kh¶ quy ®Ó chøng minh §Þnh
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lý Kronecker vÒ sù tån t¹i cña trêng ph©n r· cña ®a thøc (§Þnh lý 1.3.2)

vµ §Þnh lý cña Galois vÒ sù tån t¹i mét trêng cã h÷u h¹n phÇn tö (§Þnh

lý 1.3.5). Ch¬ng 2 tr×nh bµy mét sè ph¬ng ph¸p xÐt tÝnh bÊt kh¶ quy

cña ®a thøc trªn trêng Q nh ph¬ng ph¸p t×m nghiÖm h÷u tû, ph¬ng

ph¸p dïng Bæ ®Ò Gauss, tiªu chuÈn Eisenstein vµ ph¬ng ph¸p rót gän

theo m«®un mét sè nguyªn tè. B»ng c¸ch sö dông §Þnh lý Kronecker vÒ

sù tån t¹i trêng ph©n r· vµ §Þnh lý Lagrange vÒ cÊp cña nhãm h÷u h¹n

(§Þnh lý 3.1.7), tÝnh bÊt kh¶ quy cña mét sè ®a thøc trªn trêng Zp (víi p

lµ mét sè nguyªn tè) ®îc tr×nh bµy trong Ch¬ng 3.
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Ch¬ng 1

§a thøc bÊt kh¶ quy

Tríc khi tr×nh bµy kh¸i niÖm vµ mét sè kÕt qu¶ vÒ ®a thøc bÊt kh¶ quy,

chóng ta tr×nh bµy kiÕn thøc c¬ së vÒ ®a thøc.

1.1 Kh¸i niÖm ®a thøc

1.1.1 §Þnh nghÜa. Mét tËp F cïng víi hai phÐp to¸n, kÝ hiÖu lµ phÐp céng

vµ phÐp nh©n, ®îc gäi lµ trêng nÕu c¸c tÝnh chÊt sau tháa m·n

(i) KÕt hîp: a + (b + c) = (a + b) + c vµ (ab)c = a(bc) víi mäi

a, b, c ∈ F.
(ii) Giao ho¸n: a+ b = b+ a vµ ab = ba víi mäi a, b ∈ F.
(iii) LuËt ph©n phèi: a(b+ c) = ab+ ac víi mäi a, b, c ∈ F.
(iv) Tån t¹i phÇn tö ®¬n vÞ 1 ∈ F sao cho a1 = 1a = a víi mäi a ∈ F.
(v) Tån t¹i phÇn tö 0 ∈ F sao cho a+ 0 = 0 + a = a víi mäi a ∈ F.
(vi) Mçi a ∈ F , tån t¹i phÇn tö ®èi −a ∈ F sao cho a+ (−a) = 0.

(vii) Mçi 0 6= a ∈ F , tån t¹i phÇn tö nghÞch ®¶o a−1 ∈ F sao cho

aa−1 = 1.

1.1.2 §Þnh nghÜa. Cho F lµ mét trêng vµ a0, a1, . . . , am ∈ F . Mét biÓu

thøc cã d¹ng f(x) = amx
m+am−1x

m−1+. . .+a1x+a0 ®îc gäi lµ mét ®a

thøcmét biÕn x. TËp c¸c ®a thøc víi hÖ sè trªn F ®îc kÝ hiÖu lµ F [x]. NÕu

5
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am 6= 0 th× ta nãi bËc cña f(x) lµm vµ kÝ hiÖu lµ deg f(x) = m. HÖ sè am

®îc gäi lµ hÖ sè cao nhÊt cña f . NÕu am = 1 th× f(x) ®îc gäi lµ ®a thøc

d¹ng chuÈn (monic polynomial). Hai ®a thøc lµ b»ng nhau nÕu nã cã cïng

bËc vµ c¸c hÖ sè t¬ng øng lµ b»ng nhau. Víi hai ®a thøc f(x) =
∑
aix

i

vµ g(x) =
∑
bix

i, ta ®Þnh nghÜa tæng f(x) + g(x) =
∑

(ai + bi)x
i vµ tÝch

f(x)g(x) =
∑
ckx

k, trong ®ã ck =
∑

i+j=k aibj.

Tõ ®Þnh nghÜa trªn ta cã ngay c¸c tÝnh chÊt sau ®©y.

1.1.3 Bæ ®Ò. Cho f(x), g(x), h(x) ∈ F [x]. Khi ®ã

(i) deg(f(x) + g(x)) 6 max{deg f(x), deg g(x)}.
(ii) NÕu f(x) 6= 0 vµ g(x) 6= 0 th× f(x)g(x) 6= 0 vµ

deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x).

(iii) NÕu f(x) 6= 0 vµ f(x)g(x) = f(x)h(x) th× g(x) = h(x).

1.1.4 §Þnh nghÜa. Cho f(x), g(x) ∈ F [x]. NÕu f(x) = q(x)g(x) víi

q(x) ∈ F [x] th× ta nãi r»ng g(x) lµ íc cña f(x) hay f(x) lµ béi cña g(x)

vµ ta viÕt g(x)|f(x). TËp c¸c béi cña g(x) ®îc kÝ hiÖu lµ (g).

Ta cã ngay c¸c tÝnh chÊt ®¬n gi¶n sau ®©y.

1.1.5 Bæ ®Ò. C¸c ph¸t biÓu sau lµ ®óng.

(i) Víi c ∈ F vµ k lµ sè tù nhiªn ta cã (x− c)|(xk − ck).
(ii) NÕu f(x) ∈ F [x] vµ c ∈ F th× tån t¹i q(x) ∈ F [x] sao cho

f(x) = q(x)(x− c) + f(c).

1.1.6 §Þnh nghÜa. Cho f(x) = amx
m + . . . + a0 ∈ F [x]. Gi¶ sö K lµ

mét trêng chøa F . Mét phÇn tö c ∈ K ®îc gäi lµ nghiÖm cña f(x)

nÕu f(c) = amc
m + . . . + a0 = 0. Trong trêng hîp nµy ta còng nãi c lµ

nghiÖm cña ph¬ng tr×nh f(x) = 0.
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1.1.7 Bæ ®Ò. Cho f(x) ∈ F [x] vµ c ∈ F. Khi ®ã
(i) c lµ nghiÖm cña f(x) nÕu vµ chØ nÕu f(x) lµ béi cña x− c.
(ii) Sè nghiÖm cña f(x) kh«ng vît qu¸ deg f(x).

1.1.8 MÖnh ®Ò. (ThuËt to¸n chia víi d). Cho f(x), g(x) ∈ F [x] víi

g(x) 6= 0. Khi ®ã tån t¹i duy nhÊt cÆp ®a thøc q(x), r(x) ∈ F [x] sao cho

f(x) = q(x)g(x) + r(x)

trong ®ã r(x) = 0 hoÆc deg r(x) < deg g(x).

1.1.9 §Þnh nghÜa. Mét tËp con I 6= ∅ cña F [x] ®îc gäi lµ mét i®ªan cña

F [x] nÕu nã tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau

(i) NÕu f(x), g(x) ∈ I th× f(x) + g(x) ∈ I;
(ii) NÕu f(x) ∈ I vµ q(x) ∈ F [x] th× q(x)f(x) ∈ I .

Chó ý r»ng tËp con I 6= ∅ cña F [x] lµ i®ªan nÕu vµ chØ nÕu f − g ∈ I
vµ fh ∈ I víi mäi f(x), g(x) ∈ I vµ h(x) ∈ F [x].

1.1.10 MÖnh ®Ò. NÕu I 6= {0} lµ mét i®ªan trong F [x] vµ d(x) 6= 0 lµ ®a

thøc cã bËc bÐ nhÊt trong I th×

I = (d) = {d(x)q(x) | q(x) ∈ F [x]}.

Chøng minh. Cho ®a thøc f(x) ∈ I. ViÕt f(x) = d(x)q(x) + r(x) trong

®ã r(x) = 0 hoÆc deg r(x) < deg d(x). V× f(x), d(x) ∈ I nªn ta cã

r(x) = f(x) − d(x)q(x) ∈ I . Do ®ã r(x) = 0 theo c¸ch chän d(x). Suy

ra f(x) = d(x)q(x). Ngîc l¹i, v× d(x) ∈ I nªn d(x)q(x) ∈ I víi mäi

q(x) ∈ F [x].

1.1.11 §Þnh nghÜa. Mét ®a thøc d¹ng chuÈn d(x) ∈ F [x] ®îc gäi lµ íc

chung lín nhÊt cña f(x), g(x) ∈ F [x] nÕu d(x)|f(x), d(x)|g(x) vµ nÕu

h(x)|f(x) vµ h(x)|g(x) th× h(x)|d(x). Ta kÝ hiÖu íc chung lín nhÊt cña
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f(x) vµ g(x) lµ gcd(f(x), g(x)). NÕu gcd(f(x), g(x)) = 1 th× ta nãi f(x)

vµ g(x) lµ nguyªn tè cïng nhau.

Tõ MÖnh ®Ò 1.1.10 ta cã kÕt qu¶ sau.

1.1.12 MÖnh ®Ò. NÕu f(x), g(x) lµ hai ®a thøc kh«ng ®ång thêi b»ng 0

th× gcd(f(x), g(x)) lu«n tån t¹i vµ lµ tæ hîp tuyÕn tÝnh cña f(x) vµ g(x),

tøc lµ tån t¹i a(x), b(x) ∈ F [x] sao cho

gcd(f(x), g(x)) = a(x)f(x) + b(x)g(x).

1.1.13 HÖ qu¶. Cho p(x), f(x), g(x) ∈ F [x]. NÕu gcd(p(x), f(x)) = 1

vµ p(x)|f(x)g(x) th× p(x)|g(x).

Chøng minh. Theo gi¶ thiÕt, 1 = p(x)a(x) + f(x)b(x). Suy ra

g(x) = p(x)a(x)g(x) + f(x)b(x)g(x).

Do p(x) lµ íc cña ®a thøc ë vÕ ph¶i nªn p(x)|g(x).

Víi 0 6= g(x) ∈ F [x], kÝ hiÖu g∗(x) = g(x)/an trong ®ã an lµ hÖ sè

cao nhÊt cña g(x). Chó ý r»ng g∗(x) lµ ®a thøc d¹ng chuÈn. §Ó t×m íc

chung lín nhÊt ta cã thuËt to¸n sau:

1.1.14 MÖnh ®Ò. (ThuËt to¸n Euclid t×m íc chung lín nhÊt). Cho hai ®a

thøc f(x), g(x) ∈ F [x] víi g(x) 6= 0. NÕu g(x)|f(x) th×

gcd(f(x), g(x)) = g∗(x).

NÕu ngîc l¹i, chia liªn tiÕp ta ®îc

f(x) = q(x)g(x) + r(x), r(x) 6= 0, deg r(x) < deg g(x).

g(x) = q1(x)r(x) + r1(x), r1(x) 6= 0, deg r1(x) < deg r(x).

. . . . . . . . .

rn−2(x) = qn(x)rn−1(x) + rn(x), rn(x) 6= 0, deg rn(x) < deg rn−1(x).

rn−1(x) = qn+1(x)rn(x).
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Khi ®ã gcd(f(x), g(x)) = r∗n(x).

Chøng minh. Tõ ®¼ng thøc cuèi ta cã rn(x)|rn−1(x). Thay vµo ®¼ng thøc

thø hai tõ díi lªn ta cã rn(x)|rn−2(x). Cø tiÕp tôc lËp luËn víi c¸c ®¼ng

thøc tõ díi lªn trªn ta suy ra rn(x)|g(x) vµ rn(x)|f(x). Do ®ã r∗n(x)|f(x)

vµ r∗n(x)|g(x). Gi¶ sö h(x)|f(x) vµ h(x)|g(x). Tõ ®¼ng thøc ®Çu tiªn

ta cã h(x)|r(x). Tõ ®¼ng thøc thø hai ta cã h(x)|r1(x). Cø tiÕp tôc lËp

luËn trªn víi c¸c ®¼ng thøc tõ trªn xuèng díi ta cã h(x)|rn(x). Do ®ã

h(x)|r∗n(x).

1.2 §a thøc bÊt kh¶ quy

1.2.1 §Þnh nghÜa. Mét ®a thøc f(x) ∈ F [x] ®îc gäi lµ bÊt kh¶ quy nÕu

deg f(x) > 0 vµ f(x) kh«ng ph©n tÝch ®îc thµnh tÝch cña hai ®a thøc cã

bËc bÐ h¬n. NÕu deg f(x) > 0 vµ f(x) lµ tÝch cña hai ®a thøc cã bËc bÐ

h¬n th× ta nãi f(x) lµ kh¶ quy.

Sau ®©y lµ mét sè vÝ dô vÒ ®a thøc bÊt kh¶ quy.

1.2.2 Bæ ®Ò. C¸c ph¸t biÓu sau lµ ®óng.

(i) §a thøc bËc nhÊt lu«n bÊt kh¶ quy.

(ii) NÕu f(x) bËc lín h¬n 1 vµ cã nghiÖm trong F th× f(x) kh¶ quy.

(iii) §a thøc bËc 2 vµ bËc 3 lµ bÊt kh¶ quy nÕu vµ chØ nÕu nã kh«ng cã

nghiÖm trong F.

(iv) §a thøc f(x) cã bËc d¬ng lµ bÊt kh¶ quy nÕu vµ chØ nÕu f(x+a)

lµ bÊt kh¶ quy víi mäi a ∈ F.

Chøng minh. (i) Râ rµng ®a thøc bËc nhÊt kh«ng thÓ lµ tÝch cña hai ®a

thøc bËc thÊp h¬n.

(ii) NÕu deg f(x) > 1 vµ f(x) cã nghiÖm x = a ∈ F th× f = (x− a)g

trong ®ã deg g = deg f − 1 ≥ 1. V× thÕ f kh¶ quy.
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