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Mở đầu

1.Lí do chọn đề tài

Với các bài toán hình học sơ cấp thì việc tìm nhiều phương pháp giải

đem lại cho người học nhiều hứng thú và ham thích học môn toán hơn.

Đặc biệt là đối với các giáo viên, các em học sinh đang trực tiếp giảng dạy

và học tập trong các cấp học phổ thông. Bản thân là một giáo viên đang

giảng dạy ở trường THPT, nên đề tài rất có ý nghĩa trong thực tiễn. Vì

vậy tôi đã lựa chọn đề tài này. Có nhiều cách tiếp cận và nghiên cứu về

đa giác như phương pháp vectơ, phương pháp tọa độ, . . . Tuy vậy, trong

đề tài này tác giả chỉ xin được trình bày một số ứng dụng của số phức

trong việc nghiên cứu và giải quyết một số bài toán về hình học sơ cấp.

Cũng chính vì thế nội dung trong đề tài này gồm các kiến thức về số phức,

một số kiến thức về hình học và một số ứng dụng của số phức trong việc

nghiên cứu một số bài toán về hình học sơ cấp.

2. Mục đích nghiên cứu

Hệ thống và tổng quát các bài toán về đa giác bằng phương pháp số

phức và các ứng dụng khác nhau trong trường phổ thông. Đồng thời nắm

được một số kĩ thuật tính toán biến đổi hình học liên quan đến số phức.

3. Nhiệm vụ của đề tài

Đưa ra định nghĩa và các phép toán về số phức một cách tổng quát có

ví dụ minh họa kèm theo, ngoài ra đề tài đi sâu mở rộng các mảng kiến

thức về số phức áp dụng trong hình học, đặc biệt các bài toán về đa giác.

Bên cạnh đó, qua việc nghiên cứu đề tài trang bị cho bản thân thêm

một số nguồn tư liệu trong quá trình giảng dạy và nghiên cứu.
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4. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Nghiên cứu các bài toán hình học và dùng số phức vào giải các bài toán

hình học sơ cấp, xét các ứng dụng liên quan.

Nghiên cứu từ các tài liệu, giáo trình của GS – TSKH Hà Huy Khoái,

các tài liệu bồi dưỡng học sinh giỏi, tủ sách chuyên toán, Tạp chí toán học

và tuổi trẻ,. . .

5. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của đề tài

Tạo được một đề tài phù hợp cho việc giảng dạy, bồi dưỡng học sinh

Trung học phổ thông. Đề tài đóng góp thiết thực cho việc dạy và học các

chuyên đề toán trong trường THPT, đem lại niềm đam mê sáng tạo trong

việc dạy và học toán.

6. Cấu trúc của luận văn

Ngoài phần mở đầu và kết luận, luận văn gồm 3 chương

Chương I: Định nghĩa số phức

Chương II: Số phức và hình học

Chương III: Hình học giải tích trong số phức

Qua đây tác giả xin bày tỏ lòng biết ơn đến GS.TSKH Hà Huy Khoái,

người đã tận tình giúp đỡ, động viên và ân cần chỉ bảo cho em hoàn

thành luận văn này. Đồng thời em xin chân thành cảm ơn các thầy giáo,

cô giáo trong hội đồng khoa học thuộc Đại học Thái Nguyên, các thầy

giáo, cô giáo trực tiếp giảng dạy lớp Cao học toán K4C trường Đại học

Khoa học – Đại học Thái Nguyên đã tạo điều kiện tốt nhất, đã nhiệt

tình giảng dạy và định hướng cho em trong quá trình học tập và nghiên

cứu. Tuy đã hết sức cố gắng nghiên cứu đề tài và viết luận văn, song khó

tránh khỏi những sai sót. Tác giả rất mong nhận được sự chỉ bảo, hướng

dẫn của các thầy, các cô và sự đóng góp ý kiến của các bạn bè đồng

nghiệp để luận văn của em được hoàn chỉnh và có ý nghĩa thiết thực hơn.

Trân trọng cảm ơn!

Thái Nguyên, năm 2012

Tác giả
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Chương 1

Định nghĩa số phức

1.1 Sự biểu diễn đại số của số phức

1.1.1 Định nghĩa số phức

Giả thiết ta đã biết định nghĩa và các tính chất cơ sở của tập hợp các số

thực R.

Ta xét tập hợp R2 = R.R = {(x, y) |x, y ∈ R }. Hai phần tử (x1, y1) và (x2, y2),

bằng nhau khi và chỉ khi x1 = x2 và y1 = y2. Các phép toán cộng và nhân

được định nghĩa trên R2 như sau:

z1 + z2 = (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2) ∈ R2.

Và

z1.z2 = (x1, y1) . (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1) ∈ R2.

Với mọi z1 = (x1, y1) ∈ R2 và z2 = (x2, y2) ∈ R2. Phần tử z1 + z2 gọi là

tổng của z1, z2 và phần tử z1.z2 ∈ R2 gọi là tích của z1, z2.

Nhận xét:

1)Nếu z1 = (x1, 0) ∈ R2 và z2 = (x2, 0) ∈ R2 thì z1z2 = (x1x2, 0) .

2)Nếu z1 = (0, y1) ∈ R2 và z2 = (0, y2) ∈ R2 thì z1z2 = (−y1y2, 0) .
Định nghĩa: Tập hợp R2 cùng với các phép toán cộng và nhân,được gọi

là tập số phức, kí hiệu C. Mỗi phần tử z = (x, y) ∈ C được gọi là một số

phức.

Kí hiệu C∗ để chỉ tập hợp C\ {(0, 0)}.
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1.1.2 Các tính chất liên quan đến phép cộng số phức

(a) Tính giao hoán: z1 + z2 = z2 + z1 với mọi z1, z2 ∈ C.
(b) Tính kết hợp: (z1+z2)+z3 = z1+(z2+z3) với mọi z1, z2, z3 ∈ C.
(c) Phần tử đơn vị: Có duy nhất một số phức 0=(0,0) để

z + 0 = 0 + z = z với mọi z = (x, y) ∈ C.
(d) Phần tử đối: Mỗi số phức z = (x,y) có duy nhất số phức

–z = (-x,-y) sao cho z + (−z) = (−z) + z = 0.

1.1.3 Các tính chất liên quan đến phép nhân

Phép nhân các số phức thỏa mãn các điều kiện sau đây

Tính giao hoán: z1z2 = z2z1 với mọi z1, z2 ∈ C.
Tính kết hợp: (z1z2)z3 = z1(z2z3) với mọi z1, z2, z3 ∈ C.
Phần tử đơn vị: Có duy nhất số phức 1 = (1, 0) ∈ C thỏa mãn

z.1 = 1.z = z. Số phức 1 = (1, 0) gọi là phần tử đơn vị với mọi z ∈ C.
Phần tử nghịch đảo: Mỗi số phức z = (x, y) ∈ C, z 6= 0 có duy nhất số

phức z−1 = (x,, y,) ∈ C sao cho z.z−1 = z−1z = 1 số phức z−1 = (x,, y,)

gọi là phần tử nghịch đảo của số phức z = (x, y) ∈ C.

Lũy thừa với số mũ nguyên của số phức z ∈ C∗ được định nghĩa như sau

z0 = 1 ; z1 = z ; z2 = z.z, và zn = z.z...z︸ ︷︷ ︸
n lâ n

với mọi số nguyên n > 0

và zn = (z−1)−n với mọi số nguyên n < 0.

Mọi số phức z1, z2, z3 ∈ C∗ và mọi số nguyên m,n ta có các tính chất sau

1)zm.zn = zm+n;

2)
zm

zn
= zm−n;

3) (zm)n = zmn;

4)(z1z2)
n = zn1 z

n
2
;

5)

(
z1
z2

)n
=
zn1
zn2
.

Khi z = 0 ta định nghĩa 0n = 0 với mọi số nguyên n > 0.

Tính phân phối: z1 (z2 + z3) = z1z2 + z1z3 với mọi z1, z2, z3 ∈ C∗.
Trên đây là những tính chất của phép cộng và phép nhân,thấy rằng tập

hợp C các số phức cùng với các phép toán trên lập thành một trường.
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1.2 Dạng đại số của số phức

Mỗi số phức được biểu diễn như một cặp số sắp thứ tự, nên khi thực hiện

các biến đổi đại số thường không được thuận lợi. Đó là lí do để tìm dạng

khác khi viết.

Ta sẽ đưa vào dạng biểu diễn đại số mới. Xét tập hợp R × {0} cùng với

phép toán cộng và nhân được định nghĩa trên R2.

Hàm số f : R → R × {0} , f (x) = (x, 0) là một song ánh và ngoài

ra (x, 0) + (y, 0) = (x+ y, 0) và (x, 0).(y, 0) = (xy, 0).

Người đọc sẽ không sai lầm nếu chú ý rằng các phép toán đại số trên

R× {0} đồng nhất với các phép toán trên R; vì thế chúng ta có thể đồng

nhất cặp số (x, 0) với số x, với mọi x ∈ R. Ta sử dụng song ánh trên và kí

hiệu (x, 0) = x.

Xét i = (0, 1) ta có

z = (x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + (y, 0).(0, 1)

= x + yi = (x, 0) + (0, 1).(y, 0).

Từ trên ta có mệnh đề.

Mệnh đề 1.2.1. Mỗi số phức z = (x, y) có thể biểu diễn duy nhất dưới

dạng z = x+ yi. Với x, y là các số thực và i2 = −1.

Hệ thức i2 = −1 được suy ra từ định nghĩa phép nhân

i2 = i.i = (0, 1).(0, 1) = (−1, 0) = −1.

Biểu thức x+yi được gọi là biểu diễn đại số của số phức z = (x, y). Vì thế

ta có thể viết C =
{
x+ yi |x ∈ R, y ∈ R , i2 = −1

}
. Từ giờ ta kí hiệu

z = (x, y) bởi z = x+ yi. Số thực x = Re(z) được gọi là phần thực của số

phức z, y = Im(z) được gọi là phần ảo của z. Số phức có dạng yi , y ∈ R
gọi là số ảo. Số phức có dạng yi , y ∈ R∗ gọi là số thuần ảo, số phức i

gọi là đơn vị ảo.

Từ các hệ thức trên ta dế dàng có các kết quả sau

a) z1 = z2 khi và chỉ khi Re(z1) = Re(z2) và Im(z1) = Im(z2).

b) z ∈ R khi và chỉ khi Im(z) = 0.
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c) z ∈ C\R khi và chỉ khi Im(z) 6= 0.

Sử dụng dạng đại số, các phép toán về số phức được thực hiện như sau:

Phép cộng

z1 + z2 = (x1 + y1i) + (x2 + y2i) = (x1 + x2) + (y1 + y2)i ∈ C.

Dễ thấy tổng hai số phức là một số phức có phần thực là tổng các phần

thực, có phần ảo là tổng các phần thực ảo.

Re(z1 + z2) = Re(z1) + Re(z2).

Im(z1 + z2) = Im(z1) + Im(z2).

Phép trừ

z1 − z2 = (x1 + y1i)− (x2 + y2i) = (x1 − x2) + (y1 − y2)i ∈ C.

Ta có
Re(z1 − z2) = Re(z1)− Re(z2).

Im(z1 − z2) = Im(z1)− Im(z2).

Phép nhân

z1.z2 = (x1 + y1i).(x2 + y2i) = (x1x2 − y1y2) + (x1y2 + x2y1) i ∈ C.

Ta có
Re(z1z2) = Re(z1) Re(z2)− Im(z1) Im(z2).

Im(z1z2) = Im(z1) Re(z2) + Im(z2) Re(z1).

Mối số thực λ, số phức z = x + yi, λz = λ(x + yi) = λx + λyi ∈ C là

tích của một số thực với một số phức. Ta có các tính chất sau

1) λ(z1 + z2) = λz1 + λz2.

2) λ1(λ2z) = (λ1λ2)z.

3)(λ1 + λ2)z = λ1z + λ2z.

Lũy thừa của số i
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Các công thức cho số phức với lũy thừa là số nguyên được bảo toàn đối

với dạng đại số z = x+ yi. Xét z = i, ta thu được:

i0 = 1 ; i1 = i ; i2 = −1 ; i3 = i2.i = −i

i4 = i3.i = 1; i5 = i4.i = i ; i6 = i5.i = −1; i7 = i6.i = −i

Ta có thể tổng quát các công thức trên đối với số mũ nguyên dương n.

i4n = 1 ; i4n+1 = i ; i4n+2 = −1 ; i4n+3 = −i.

Vì thế in ∈ {−1 , 1 ,−i , i} với mọi số nguyên n > 0. Nếu n là số

nguyên âm ta có:

in =
(
i−1
)−n

=

(
1

i

)−n
= (−i)−n

Số phức liên hợp

Mỗi số phức z = x + yi đều có số phức z = x − yi, số phức đó được gọi

là số phức liên hợp hoặc số phức liên hợp của số phức z.

Mệnh đề 1.2.2.

1) Hệ thức z = z đúng khi và chỉ khi z ∈ R;
2) Mỗi số phức z ta luôn có đẳng thức z = z;

3) Mỗi số phức z ta luôn có z.z là một số thực không âm;

4) z1 + z2 = z1 + z2 (số phức liên hợp của một tổng bằng tổng các số

phức liên hợp);

5) z1.z2 = z1.z2(số phức liên hợp của một tích bằng tích các số phức liên

hợp);

6) Mỗi số phức z khác 0 đẳng thức sau luôn đúng z−1 = z−1;

7)

(
z1
z2

)
=

z1
z2
, z2 6= 0 (liên hợp của một thương bằng thương các liên

hợp);
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