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Mé& dau

S6 p-adic dé ma hoa thong tin, ¢6 iing dung manh mé trong 1y thuyét
s6. Giai tich p-adic 1a mot trong cac huéng méi va dang phat trien nhanh
trong nganh dai s6 va 1y thuyét s6. Muc tiéu chinh ciia luan van 1a gidi
thieu nhting khai niém co ban nhat vé s6 p-adic va gidi tich p-adic.

Luan van gom c6 phan Mé dau, 4 chuong tiép theo va phan két luan.

Chuong 1. Trinh bay nhitng kién thic vé dong du thiic va phuong trinh
modulo.

Chuong 2. Xay dung cac khai niem chuan, chuan Archimedean, chuan
phi—Archimedean trén mot vanh giao hoan c6 don vi. Cap p-adic, chuan
p-adic ctia mot so hitu ti; Khai niem day hoi tu, diy Cauchy; Khai niem
vanh day du déi v6i mot chuan N; Xay dung vanh céc s6 p-adic va mot
vai tinh chat ctia no.

Chuong 3. Gi6i thieu so luge mot s6 khai niém va tinh chat co ban cia
giai tich p-adic.

Chuong 4. Mot s6 bai tap tham khao.

Mai chuong déu cé vi du va phan bai tap lién quan.

Luan van nay dugc hoan thanh tai Truong Dai hoc Khoa hoc, Dai hoc
Thai Nguyéen dudi syt huéng dan ctia PGS.TS. Nong Quoc Chinh. Tac gia
xin bay t6 long kinh trong va biét on sau sac t6i thay veé su tan tinh hudéng
dan trong sudt thoi gian tac gid lam luan van.

Trong qua trinh hoc tap va lam luan van, thong qua cac bai giang va
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xémina, tac gia thuong xuyén nhan duge sy quan tam giap dé va dong gép
nhitng ¥ kién quy bau ciia cac gido su trong Vien Toan hoc thuoc Vien
Khoa hoc va Cong nghé Viet Nam cling cac thay co gido trong truong Dai
hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén. Tu day long minh, tac gia xin bay
t6 long biét on sau sac dén cac thay cac co.

Tac gid xin bay té long biét on t6i cac thay, cac co, Ban Giam hiéu
Nha truong, phong Dao tao Khoa hoc va Quan hé Qudc té, Khoa Toan
- Tin Truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén da quan tam va
giup do tac gia trong thoi gian hoc tap va lam luan van cao hoc.

Cudi cuing, tac gia xin gui 10i cadm on téi gia dinh, ban be, dong nghiép
da ludn theo sat, dong vién tac gia vugt qua nhitng khé khan dé c6 dudc
diéu kien tot nhat khi hoc tap va nghién ctu.

Mic dut da hét stc co gang, song do nang lirc va thoi gian con han ché
nén chic chan luan van khong thé tranh khéi thiéu sét. Vi vay tac gia rat
mong dugc su gop ¥, chi bao clia cac Thay co, ban be dong nghiép va cac
doc giad quan tam.

Xin chan thanh cam on!

Thai Nguyén, 19 thang 10 nam 2012.

Tac gia

Bui Thi Hoang Yén
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Chuong 1

Pong du thic va phuong trinh

modulo

Cho n € N*.

Dinh nghia 1.1. Cho z,y € Z, ta viét x =y néu va chi néunl|(x —y).
n

Ta thuong viét x = y(modn) va doc la x dong du véi y theo modulo n.

Cht § rang khi n = 0, x = y(modn) néu va chi néu x = y, vi vay

truong hop = thuc ra la dang thiic.
Ménh de 1.1. Quan hé = la mot quan hé tuong duong trén 7.
n

Chitng minh : Cho z,y,z € Z. R6 rang = c6 tinh chat phan xa vi
n|(z —x) = 0. N6 ¢6 tinh chat doi xting vi Ilé?l nl(zx—y) thi x —y = kn
v6i moi k € Z,suy ray—ax = (—k)n vavivay n |(y — x). C6 tinh chat bac
cau, giasurang n |(x —y) van|(y — z), khidoviz—z = (x—y)+ (y — 2)
nén ta cé n|(xr — z).

Ta ki hiéu 16p tuong duong ctia « € Z 1a [z], hodc chi 1a [x] néu n xéc
dinh, ta st dung chung ki hiéu T néu gia tri ctia n 1a 16 rang tir dit kién.
Bang dinh nghia

[z], = {y €Z: y%x} ={y€Z:y=ux+kn,Vk € Z}, v6i mdi sb tu
nhién khéac khong c¢6 ding n 16p thang du, cu thé 1a
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[O]m [l]n? A [n - ]‘]n'

Dinh nghia 1.2. Tdp hop gom tat cd cac I6p thang du cia Z theo modulo
n la tap thuong:

Z/nZ =A{[z],:x=0,1,...,n—1} =7,

Néun =0 ta c6 Z, = Z.
Xét ham m, : Z — Zy, ; 7, (x) = [z],,.
Day la mot toan dnh théa méan

i) ={r€Z: zca}

Ta c6 thé dinh nghia phép cong + va phép nhan x trén Z, bdi cong thiic
n n
2], + [l = =+ yl, sl < [yl = L2yl
Diéu nay ta c6 thé dé dang nhin thay tit dinh nghia, tiic 1a ching khong

phu thuoc vao viéc chon cac phan tit dai dién z va y.

Meénh dé 1.2. Tap Z, vdi cic phép toin + va x la mot vanh giao hodn
n

n
va ham m, : Z — Zy la mot dong cau vanh, no la mot toan anh va co hat

nhan
kerm, = [0], = {x € Z : v = 0(modn)}

Cho R 1a mot vanh giao hoan véi phan ti don vi 1.

Dinh nghia 1.3. Phan tiu € R dudc goi la mot phan tid khd nghich néu
ton tai mot phan t v € R théa mdan uv = vu = 1. Phan ti v la duy nhat

zdc dinh va duge goi la nghich ddo cia w va thuong duge ki hiéu la uw™!.

Dinh nghia 1.4. Phan ti khdc khong z € R dudc goi la mot wdc cia

khong néu ton tai it nhat mot phan ti w € R vdi w # 0 va zw = 0.

Ta quy uéc phan ti 0 1a u6c clia chinh né.
4
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Vidu 1. Chon = 6, khi d6 Zg = {0, 1, ..., 5}. Cac phan ti kha nghich 1
L5vsil l=1vwab1l=5vi5>=25 = 1. Cac u6c ctia khong 14 0,2, 3, 4.
Ta da biét néu a,b € Z thi uéc chung 16n nhat ciia a va b 1a sd nguyen
duong 16n nhat dong thoi 1a wde ctia cd a va b. Ta thuong viét 1a ged (a, b).
Dinh 1i 1.1. Chon > 0, khi do ta co
i, Cdc phan ti cta Z, hodc la khd nghich, hodc la ude clia khong.
i, Z la mot wdc cia khong trong Z, néu va chi néu ged (z,n) > 1.
i, U la mot phan i khda nghich trong Z, néu va chi néu ged (u,n) = 1.
Chitng minh : Lay @ tuy ¥ trong Z,, gia stt @ khong phai 14 phan tit kha
nghich. Suy ra ged(u,n) # 1 vay v : u = uy.v;n = ny.v, trong dé n; < n
va, ’ﬁl 7é (_)
Xét tich u.nq ta co
U.n, = . 0.0 =u;.n =0

Suy ra @ la w6c ctia khong trong Z,,.

Ta da biét néu a,b € Z v6i b # 0, khi d6 3!q,r € Z sao cho a = bg+r

voi 0 < r < |b].

Dinh 1i 1.2. (Thuat todin Euclid tim wdc chung lén nhat)
Cho a,b € Z, khi dé cé nhiing day duy nhat cic so nguyén q;,r; théa

man

a=bq + 1
ro =0b= qri + 19

Tl =q3ry + 13
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0#ry1=gqn+1lry

Trong d6 ta c6 0 < r; < r;—1 v6i mdi i, ry = ged(a, b) va tim duge s,t € Z
sao cho

ry = sa+tb
Vidu 2. Néua=6,b=>5thirg=5vataco
6=15+1vivayq =1,r = 1.
5=1.5vivay gg = 5,r9 = 0.
Suy ra ta c6 ged(6,5) = 1 va ¢6 the viét 1 = 1.6 + (—1).5.
Dinh nghia 1.5. Ky hieu (Z,)™ la tdp cdc phan ti khd nghich trong Zy,.

Ta c6 (Z,)™ la mot nhom Abel vdi phép nhan X.

Cho ¢(n) = |(Z,)"| = cap cta (Z,)”. T dinh 1y 1.1, suy ra |(Z,)"|
bang s6 cac s6 nguyen 0, 1,2, ...,n— 1 ma khong c6 wéc chung v6i n. Ham

¢ nay dugc biét dén 1a ¢ - ham Euler.

Vi du 3. V6i n = 6; |Zg| = 6 va Zg c6 cac phan t1t kha nghich 1a 1,5, suy
ra p(6) = 2.

Vi du 4. V6i n = 12; |Z1s| = 12 va Z15 ¢6 cac phan t1t kha nghich 1a
1,5,7,11, suy ra p(12) = 4.

Ta sé nghién cttu xac dinh gia tri ciia ¢(n) qua n. Khi n 1a mot s6
nguyéen to ta co két qua sau:
Vi du 5. Cho p la mot s6 nguyéen t6. Khi d6 p chi ¢6 u6c tam thuong 1a 1
va p vi vay ¢(p) = p — 1. Hon nita: xét mot iy thita ctia p, p” véi r > 0,
khi d6 cac s6 nguyén trong 0,1,2,...,p" — 1 ¢6 nhan ti chung véi p” déu
dugc biéu dién dudi dang kp véi 0 < k < p"~! — 1, suy ra c6 p"~! phan
ti. Vi vay ta co

() =" (p—-1)
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Vi du 6. Khi p =2, ta c6 cac nhéom

Va tong quat lén ta co
(Zgr+1)™ = Ly X Zigr—
V6i moi r > 1.
Gia stt n 14 mot s6 ty nhien tiy ¥, ta bieu dién n = pi'pl?...p, trong
d6 v6i mdi 4, p; 1a mot s6 nguyen t6 thdéa man 2 < p; < py < ... < ps Va

r; > 1. Khi d6 nhiing s p;, r; dude xac dinh duy nhat béi n.
Pinh 1i 1.3. C6 duy nhat mot dang cau vanh
U Zy Z 2 X Ly X X Ly
Va mot ding cau nhom
U (Zn)" = (Zy)" x (Z)" % ox ()
Do dé ta c6 ¢ (n) = ¢ (py') ¢ (py’) - (1)

Chitng minh : Gia sit a, b 14 hai s6 nguyén t6 cling nhau, trudc hét ta sé

chitng minh c6 mot dang cau vanh:
W Zop — Ly X Ly
Theo dinh 1y 1.2, Ju, v € Z sao cho ua + vb = 1.

Hién nhien ged(a, u) = ged(b,v) =1

Xét tuong ing
W Zop — Ly X Ly
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