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Më §Çu

BÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n ®¬n ®iÖu vµ bÊt ®¼ng thøc Ky Fan cã nhiÒu

®iÓm gÇn nhau. BÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n ®¬n ®iÖu víi nhiÒu øng dông ®·

®îc nghiªn cøu tõ nh÷ng n¨m s¸u m¬i cña thÕ kØ tríc. BÊt ®¼ng thøc Ky

Fan ngay sau khi ®îc c«ng bè (1972) ®· thu hót sù chó ý cña nhiÒu nghiªn

cøu trong lÜnh vùc gi¶i tÝch phi tuyÕn bëi sù gÇn gòi víi bÊt ®¼ng thøc biÕn

ph©n ®¬n ®iÖu vµ kh¶ n¨ng øng dông s©u réng cña nã. V× vËy ngêi ta t×m

c¸ch kÕt nèi hai kÕt qu¶ nµy víi nhau trong mét kÕt qu¶ chung. KÕt qu¶ ®Çu

tiªn cña sù kÕt nèi nµy lµ cña Brezis-Nirenberg-Stampacchia(1972). N¨m

1993, Blum-Oettli c«ng bè mét kÕt qu¶ tiÕp theo vÒ sù kÕt nèi nµy. §©y lµ

kÕt qu¶ hîp nhÊt hai híng nghiªn cøu c¬ b¶n cña bµi to¸n c©n b»ng, ®ã lµ

bµi to¸n c©n b»ng cã gi¶ thiÕt ®¬n ®iÖu vµ bµi to¸n c©n b»ng kh«ng cã gi¶

thiÕt ®¬n ®iÖu.

Bµi to¸n c©n b»ng ®îc xÐt bëi Blum-Oettli(1993) cã d¹ng sau:

T×m x ∈ C sao cho g(x, y) + h(x, y) ≥ 0 víi mäi y ∈ C,

trong ®ã C lµ mét tËp låi ®ãng trong mét kh«ng gian vect¬ t«p« X nµo ®ã,

hµm g : C × C −→ R ®îc gi¶ thiÕt lµ ®¬n ®iÖu vµ hµm h : C × C −→ R

kh«ng nhÊt thiÕt lµ hµm ®¬n ®iÖu (R lµ tËp sè thùc ).

NÕu h = 0 ta nhËn ®îc kÕt qu¶ vÒ bµi to¸n c©n b»ng ®¬n ®iÖu (më

réng bÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n ®¬n ®iÖu ). NÕu g = 0 ta cã kÕt qu¶ lµ mét më

réng cña BÊt ®¼ng thøc Ky Fan.

Sau kÕt qu¶ nµy cña Blum-Oettli, nhiÒu kÕt qu¶ kh¸c cã liªn quan hoÆc

më réng ®îc c«ng bè. §ã lµ c¸c kÕt qu¶ nghiªn cøu më réng v« híng vµ

më réng vect¬, ®¬n trÞ vµ ®a trÞ, ®èi víi kÕt qu¶ cña Blum-Oettli [3].
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Môc ®Ých cña luËn v¨n lµ tËp hîp tr×nh bµy mét sè kÕt qu¶ nghiªn cøu

c¬ b¶n xung quanh kÕt qu¶ cña Blum-Oettli [3]. §ã lµ mét sè kÕt qu¶ tån t¹i

nghiÖm cña bµi to¸n c©n b»ng cã vµ kh«ng cã gi¶ thiÕt ®¬n ®iÖu khëi nguån

cho kÕt qu¶ cña Blum-Oettli, c¸c kÕt qu¶ chÝnh cña Blum-Oettli vµ mét sè

kÕt qu¶ më réng.

Ngoµi phÇn më ®Çu, kÕt luËn vµ tµi liÖu tham kh¶o, luËn v¨n gåm 3

ch¬ng.

Ch¬ng 1 tr×nh bµy mét sè kÕt qu¶ c¬ b¶n vÒ sù tån t¹i nghiÖm cña bµi

to¸n c©n b»ng ë hai híng nghiªn cøu cã gi¶ thiÕt ®¬n ®iÖu vµ kh«ng cã gi¶

thiÕt ®¬n ®iÖu, víi ®iÒu kiÖn bøc cæ ®iÓn vµ n¬i gi¶m. Chóng t«i tr×nh bµy

c¸c kÕt qu¶ nµy víi môc ®Ých ®Ó thÊy râ h¬n sù kÕt nèi cña hai híng nghiªn

cøu nµy trong kÕt qu¶ cña Blum-Oettli[3], kÕt nèi ë kÕt qu¶ vµ kÕt nèi ë ý

tëng chøng minh c¸c kÕt qu¶. C¸c kÕt qu¶ nghiªn cøu ®îc tr×nh bµy ë ®©y

chñ yÕu ®îc tËp hîp tõ c¸c bµi b¸o Mosco[11], Allen[1], Chong[6].

Ch¬ng 2 tr×nh bµy kÕt qu¶ trung t©m cña luËn v¨n. §ã lµ kÕt qu¶ vÒ sù

tån t¹i nghiÖm cña bµi to¸n c©n b»ng ®îc thiÕt lËp bëi Blum-Oettli [3]. KÕt

qu¶ nµy cïng ý tëng chøng minh cña nã lµ sù hîp nhÊt c¸c kÕt qu¶ cïng ý

tëng chøng minh cña chóng ®îc tr×nh bµy ë ch¬ng 1. Trong ch¬ng nµy

chóng t«i còng tr×nh bµy mét kÕt qu¶ cã liªn quan vµ ®îc c«ng bè tríc kÕt

qu¶ cña Blum-Oettli [3], ®ã lµ c«ng tr×nh cña Brezis-Nirenberg-Stampacchia

[4], ®ång thêi tr×nh bµy mét kÕt qu¶ lµ më réng v« híng ®èi víi kÕt qu¶

cña Blum-Oettli [3], ®ã lµ c«ng tr×nh cña Chadli-Chbani-Riahi [7].

Ch¬ng 3 ®Ò cËp ®Õn sù më réng kÕt qu¶ cña Blum-Oettli[3] ra bµi to¸n

c©n b»ng cho hµm vect¬, ®¬n trÞ vµ ®a trÞ. C¸c kÕt qu¶ ë ®©y ®îc tËp hîp tõ

c¸c tµi liÖu Bianchi-Hadjisavvass-schaible[2],TÊn-TÜnh[13],TÊn-Minh[14].
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LuËn v¨n ®îc hoµn thµnh t¹i Trêng §¹i häc s ph¹m-§¹i Häc Th¸i

Nguyªn. Tríc hÕt t«i xin bµy tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c tíi TiÕn sÜ Lª V¨n

Chãng, ngêi thÇy ®· tËn t×nh híng dÉn, gióp ®ì vµ nghiªm kh¾c trong khoa

häc ®Ó t«i hoµn thµnh luËn v¨n nµy. T«i xin bµy tá lßng biÕt ¬n tíi c¸c thÇy

c« gi¸o trong Trêng §HSP-Th¸i Nguyªn, ViÖn to¸n häc ViÖt Nam, Trêng

§HSP Hµ Néi ®· gi¶ng d¹y gióp t«i hoµn thµnh khãa häc. T«i xin c¶m ¬n

Së gi¸o dôc vµ ®µo t¹o B¾c Giang, Trêng THPT Lý Thêng KiÖt vµ Trêng

THPT ViÖt Yªn sè 1 B¾c Giang, gia ®×nh vµ b¹n bÌ ®· lu«n t¹o ®iÒu kiÖn,

®éng viªn, gióp t«i suèt trong qu¸ tr×nh häc tËp vµ nghiªn cøu.
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Ch¬ng 1

Bµi to¸n c©n b»ng ®¬n ®iÖu

vµ kh«ng cã gi¶ thiÕt ®¬n ®iÖu

Hai híng nghiªn cøu quan träng trong c¸c nghiªn cøu vÒ sù tån t¹i

nghiÖm cña bµi to¸n c©n b»ng lµ c¸c nghiªn cøu dïng gi¶ thiÕt ®¬n ®iÖu vµ

kh«ng dïng gi¶ thiÕt ®¬n ®iÖu. C¸c kÕt qu¶ vµ ý tëng chøng minh ë hai

híng nghiªn cøu nµy lµ c¬ së cho viÖc thiÕt lËp vµ chøng minh §Þnh lÝ

®iÓm c©n b»ng Blum-Oettli [3] ®îc tr×nh bµy ë ch¬ng sau. V× vËy trong

ch¬ng nµy chóng t«i tr×nh bµy mét sè kÕt qu¶ c¬ b¶n ë hai híng nghiªn

cøu nªu trªn. Nh÷ng kÕt qu¶ nµy ®îc tËp hîp tõ c¸c bµi b¸o cña Mosco

[11], Allen[1], Chong[6]. Tríc tiªn chóng t«i ®a ra d¹ng chung cña bµi to¸n

c©n b»ng vµ mét sè trêng hîp riªng quen biÕt cã tÝnh ®¬n ®iÖu vµ kh«ng ®¬n

®iÖu. 1.1

1.1. Bµito¸nc©nb»ng

Bµi to¸n c©n b»ng ®îc Blum-Oettli[3] hiÓu lµ bµi to¸n sau:

T×m x ∈ C sao cho f(x, y) ≤ 0 víi mäi y ∈ C, (EP)

trong ®ã C lµ mét tËp cho tríc vµ f : C × C −→ R lµ mét hµm cho tríc.

§èi víi bµi to¸n c©n b»ng trong kh«ng gian vÐct¬ t«p« X , tËp C thêng

®îc xÐt lµ tËp låi.
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Hµm f ®îc gäi lµ ®¬n ®iÖu nÕu f(x, y)+ f(y, x) ≥ 0 víi mäi x, y ∈ C.

Kh¸i niÖm nµy lµ më réng cña kh¸i niÖm to¸n tö ®¬n ®iÖu. To¸n tö

A : C −→ X∗ gäi lµ ®¬n ®iÖu nÕu 〈Ax− Ay, x− y〉 ≥ 0,∀x, y ∈ C, ë ®©y

X∗ lµ kh«ng gian ®èi ngÉu cña X .

Hµm f ®îc gäi lµ hemi-liªn tôc nÕu víi x, y ∈ C cho tríc tïy ý hµm

sè f(x+ t(y − x), y) lµ nöa liªn tôc díi theo t trªn [0; 1].

Kh¸i niÖm nµy lµ më réng cña kh¸i niÖm to¸n tö hemi-liªn tôc. To¸n tö

A : C −→ X∗ gäi lµ hemi-liªn tôc nÕu hµm 〈A(x + ty), z〉 víi x, y, z ∈ C

bÊt kú cè ®Þnh lµ nöa liªn tôc díi theo t trªn [0; 1].

Bµi to¸n c©n b»ng bao hµm nhiÒu trêng hîp riªng lµ c¸c bµi to¸n quen

biÕt. BÊt ®¼ng thøc Ky Fan lµ mét trêng hîp riªng quan träng. Díi ®©y lµ

mét sè trêng hîp riªng quan träng kh¸c.

1. Bµi to¸n tèi u

Cho ϕ : C −→ R. T×m x ∈ C sao cho ϕ(x) ≤ ϕ(y) víi mäi y ∈ C. Ta

còng viÕt: T×m min{ϕ(x) | x ∈ C}.

§Æt f(x, y) = ϕ(x)−ϕ(y). Khi ®ã bµi to¸n tèi u trë thµnh: T×m x ∈ C

sao cho f(x, y) ≤ 0 víi mäi y ∈ C. Bµi to¸n nµy t¬ng ®¬ng víi bµi to¸n

c©n b»ng vµ ë ®©y f lµ hµm sè ®¬n ®iÖu.

2. Bµi to¸n ®iÓm yªn ngùa

Cho ϕ : C1×C2 → R. Khi Êy (x1, x2) gäi lµ ®iÓm yªn ngùa cña ϕ nÕu

(x1, x2) ∈ C1 × C2, ϕ(x1, y2) ≤ ϕ(y1, x2), ∀(y1, y2) ∈ C1 × C2. (1.1)

§Æt C = C1 × C2 vµ cho hµm f : C × C −→ R x¸c ®Þnh bëi

f((x1, x2); (y1, y2)) = ϕ(x1, y2)− ϕ(y1, x2).
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Khi Êy, x = (x1, x2) lµ nghiÖm cña bµi to¸n c©n b»ng (EP) nÕu vµ chØ

nÕu x tháa m·n (1.1). DÔ thÊy f lµ hµm ®¬n ®iÖu trong trêng hîp nµy.

3. Bµi to¸n ®iÓm bÊt ®éng

Cho X = X∗ lµ kh«ng gian Hilbert, T : C → C lµ mét ¸nh x¹ cho

tríc.

Bµi to¸n bÊt ®éng ë ®©y lµ bµi to¸n

T×m x ∈ C sao cho T (x) = x. (1.2)

§Æt f(x, y) = 〈x−Tx, x−y〉. Ta cã x lµ nghiÖm cña bµi to¸n c©n b»ng

(EP) nÕu vµ chØ nÕu nã lµ nghiÖm cña (1.2).

ThËt vËy

(1.2)⇒ (EP): HiÓn nhiªn.

(EP)⇒ (1.2): Chän y = Tx ta cã

0 ≥ f(x, y) =‖ x− y ‖2≥ 0 Suy ra x = Tx.

Do f(x, y) + f(y, x) = 〈x− Tx, x− y〉+ 〈y − Ty, y − x〉

= 〈Ty − Tx, x− y〉+ 〈x− y, x− y〉

= 〈Ty − Tx, x− y〉+ ‖ x− y ‖2

= −〈Tx−Ty, x−y〉+ ‖ x−y ‖2 nªn

nªn trong trêng hîp nµy f lµ ®¬n ®iÖu khi vµ chØ khi

〈Tx− Ty, x− y〉 ≤‖ x− y ‖2 .

4. Bµi to¸n bÊt ®¼ng thøc biÕn ph©n

Cho T : C −→ X?. T×m x ∈ C sao cho

〈Tx, x− y〉 ≤ 0,∀y ∈ C. (1.3)
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§Æt f(x, y) = 〈Tx, x− y〉. Râ rµng bµi to¸n (1.3) t¬ng ®¬ng víi bµi

to¸n c©n b»ng (EP) vµ f ®¬n ®iÖu khi vµ chØ khi T ®¬n ®iÖu.

5. Bµi to¸n bï

Cho C lµ nãn låi ®ãng víi nãn cùc cña nã

C? = {x? ∈ X? | 〈x?, y〉 ≥ 0,∀y ∈ C} vµ

vµ T : C → X? lµ ¸nh x¹ cho tríc. Bµi to¸n bï lµ bµi to¸n t×m x ∈ X sao

cho

x ∈ C, Tx ∈ C?, 〈Tx, x〉 = 0. (1.4)

DÔ thÊy (1.4) t¬ng ®¬ng víi (1.3).

ThËt vËy

(1.4)⇒ (1.3) lµ hiÓn nhiªn.

NÕu (1.3) ®óng, lÊy y = 2x vµ y = 0 tõ (1.3) ta thu ®îc 〈Tx, x〉 = 0.

Do ®ã (1.3)⇒ (1.4).

6. C©n b»ng Nash trong trß ch¬i

Cho I lµ mét tËp chØ sè h÷u h¹n (tËp c¸c ngêi ch¬i). Víi i ∈ I , cho

tríc tËp Ki (tËp chiÕn lîc ngêi ch¬i thø i). §Æt K =
∏

i∈I Ki. Víi mçi

i ∈ I, cho hµm fi : K −→ R (hµm tæn thÊt cña ngêi ch¬i thø i, phô thuéc

vµo chiÕn lîc cña tÊt c¶ ngêi ch¬i). Víi x = (xi)i∈I ∈ K ta ®Þnh nghÜa

xi = (xj)j∈I,j 6=i. §iÓm x = (xi)i∈I ∈ K ®îc gäi lµ ®iÓm c©n b»ng Nash

nÕu víi mäi i ∈ I ta cã

fi(x) ≤ fi(xi, yi),∀yi ∈ Ki (1.5)

(nghÜa lµ ngêi ch¬i kh«ng thÓ gi¶m tæn thÊt cña m×nh b»ng c¸ch ®¬n lÎ thay
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