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MO DAU

Dinh 1y Rolle trén trudng sb thuc 1a mot trong nhitng dinh 1y vé gia tri trung
binh, c6 y nghia va c6 rat nhiéu tng dung trong Giai tich, trong giai phuong

trinh va hé phuong trinh, tim nghiém hodc cic diém dirng cua da thic, ...

Pinh 1y Rolle vé mbi quan hé giita nghiém ciia ham s6 va nghiém cua dao
ham ndi chung kha quen thudc. Mot diéu ty nhién sau khi sé phuc va ly
thuyét ham phtrc ra doi, 14 mo rong Pinh Iy Rolle sang cho cac ham sé trén
trueong sé phirc. Mot trong nhitng Pinh 1y quan trong mé rong Pinh 1y Rolle
1a Pinh 1y Gauss (1836)-Lucas (1874) n6i rang, tit ca cac nghiém cta da thic
dao ham nam trong bao 16i (da giac 16i) cua tat ca cac nghiém cua da thic. Tir
do, Hinh hoc cua da thirc nghién ctiru quan hé hinh hoc gitra tdp nghiém cua
da thtc va tap nghiém cua dao ham ra doi va phat trién. Nhiéu két qua méi

duoc tim ra, nhiéu gia thuyét quan trong duoc phat biéu.

Luan van Dinh 1y Rolle trén trudng phirc ¢6 muc dich trinh bay tong quan céac
két qua d4 biét vé Dinh 1y Rolle trén trudng phire, chit yéu cho 16p cac ham da

thirc. Ngodi phan mé dau, phan két ludn, luan van gém hai chuong.
Chuwong 1 trinh bay téng quan vé Pinh 1y Rolle cho da thic trén trudng phic.

Chuong nay trinh bay dinh 1y Rolle cho da thirc trén truong sé thuc va mot sb
vi du ma dinh 1y Rolle khéng con ding trén truong phire, tir d6 din dén viée
xét bai toan ma rong Pinh 1y Rolle cho da thirc trén trudng sé phic. Bai toan
nay da duogc giai quyét theo nghia toan cuc boi Pinh 1y Gauss-Lucas. Tur day
nay sinh Gia thuyét Sendov, mot gia thuyét ma 50 nim nay van con I bai
todn mé. Chuong 1 ciing trinh bay nhiéu két qua khac lién quan dén mé rong

theo nghia dia phuwong cua Dinh 1y Rolle.

Chuwong 2 nghién ciru mién Rolle, mot cach md rong khac ciia Dinh 1y Rolle

dura trén khai niém nghiém cua da thirc dao hdm nam “& giira” hai nghiém cua



da thtirc. Chuong 2 cling dé cap dén mot sb mo rong cua DPinh 1y Rolle cho céc
|6p ham rong hon 16p ham da thirc.

Khi sip xép cac két qua, ching toi c¢b ging 1am rd buc tranh Pinh Iy Rolle
trén truong phirc, chitng minh cac dinh ly duoc giai ma va lam sang té hon.
Nhiéu tinh toan trong chimg minh dugc trinh bay chi tiét hon tai liéu gdc.
Luan vin dugc hoan thanh dudi su huéng dan nhiét tinh va nghiém tdc cua
PGS TS Ta Duy Phuong. Xin duoc bay to 10ng biét on téi ngudi Thay, da
khong chi huéng dan khoa hoc, ma con dong vién va khich 1¢ tac gia say mé
hoc tap va nghién ctru.

Xin bay t6 10ng biét on Truong Pai hoc Khoa hoc, Pai hoc Thai Nguyén, da

trang bi cho t6i nhitng kién thirc toan hoc trong thoi gian hoc Cao hoc.

Xin duge cam on Trudng Trung hoc Phd thong Xuan Giang — Quang Binh,
Ha Giang, noi t6i cong tac, da tao moi diéu kién dé t6i hoan thanh nhiém vu
hoc tap.

Xin duoc cam on Gia dinh, ban bé d4 dong vién, gitp d, hi sinh va tao diéu
kién cho t6i hoan thanh khéa hoc Cao hoc va viét Luan van.

Thai Nguyén, thang 6 nam 2013
Tac gia

Phan Thi Duyén



Chwong 1
Dinh ly Rolle cho da thirc trén treong phirc

1.1 Pinh Iy Rolle cho da thirc v6i hé sb thue

Ta da biét dinh 1y quen thudc sau day.

Pinh ly 1.1.1 (Rolle, 1691) Gid siz f :R — R la mgt ham kha vi trén doan
[a,b] c R, nhdn cdc gid tri thwe va 6 tinh chdr f (a) =f (b) Khi dy ton tai
it nhdt mot diém c (a,b) sao cho f'(c)=0.

Tur dinh 1y Rolle ta ¢c6 h¢ qua sau cho da thirc.

Hé qua 1.1.1 Gid st da thirc P(X)=a,X" +a,X"" +...+a, X+, Véi cdc hé s6
a,i=01..n,a =0, lacac s6 thue, 6 tat cd m>2 nghiém thuc phan biét
X <X, <..<X. Khi dy P'(X) cé khéng it hon m-1 nghiém thuc

U <u,<..<u_, saocho x <u, <X, <u, <X, <U,.<X .

m

Nhan xét 1.1.1 Diéu kién m=>2 1a quan trong. Vi du, da thirc

P(X):(X—Z)(X2 +1) c6 duy nhit mot nghiém thyc X =2, nhung da thuc
dao ham P’(x)=3x*—4x+1 c6 hai nghiém x, :% va x, =1 khong trung véi

x=2 (Hinh 1).

3]
1
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Hinh 1 Hinh 2



Nhan xét 1.1.2 Dao ham P'(x) c6 thé c6 nhiéu hon mot nghiém trong
khoang hai khong diém cua P(x). Vi du, da thic bac bon

P(x)=(x*-4)(x*+3)=x"—x*-12 chi c¢o6 hai nghiém thuc =42, nhung
X

P’(x)=4x° —2x c6 ba nghiém thuc X =0 va X,, =+-— nam trong khoang

2
(—2,2) (Hinh 2).
Nhan xét 1.1.3 Khi s6 nghiém thuc (khong tinh boi) nho hon that su bac cua
da thirc (2<m<n) thi da thirc dao ham P’(X) c6 thé cé nhitng nghiém khéc
ndm ngoai khoing hai nghiém cia P(x). Vi du, da thic bac bén
P(x) =(x2 - 2x—3)(5x2 — 52X +138) chi ¢6 hai nghiém thuc x =-1 va
X, =3. Nhung da thirc dao ham

3

pr(x)zzo(x—4)(x‘5)(x_ﬁj

LA A 3 <
c6 mot nghiém X:E nam trong va hai

nghiém x,=4, x, =5 nam ngoai khoang

(~1,3) (Hinh 3).

Hinh 3

Trong Dinh 1y Rolle, tir gia thiét f(a)=f(b) ta khang dinh su ton tai
nghiém cua dao ham trong khoang [a,b]. Mot cau hoi tu nhién duoc dat ra 1a:
Ta c6 thé thu hep doan [a,b] chira nghiém cua da thirc dao ham khong?- Hai
dinh ly dudi day tra 101 cho cau hoi trén.

A s A iR . A 2 a+b
Trudce tién, bang phép bién doi tuyén tinh t= . X—

. ta ludn co thé
-a b-a

coi a=-1vab=1.



Pinh Iy 1.1.2 (Lagguerre-Cesaro, [30]) Gida six P(x) la mgt da thirc bdc n=2
Vi cdc hé s6 thiee chi ¢é cdc nghiém thue va a=-1, b=1 la hai nghiém
lién tiép ciia P(x). Khi db c6 it nhdt mét nghiém ciia P'(x) nam trong doan

[—1+ g,1+ g} Doan [—1+ g;1+ g} la doan tot nhdt ¢é tinh chdt ndy theo
n n n n

Y 2 5 , A L <
nghia voi moi 0<a <—, ton tai mot da thirc P(X) c6 bdc bang n ma P (X)
n

khong c6 nghiém trong khodang (—1+ o1+ a).

Xét cac da thuc Legendre

1 d"

PO(X):]" Pm(X):me!de

(x*-1)"; m=12,.. (1.1)

Thidy, P(x)=%; P,(x) :%(C%x2 —1); Ps(x):%(Sx3 —3x).

Pinh ly 1.1.3 (L. Tschakaloff, [30]) Cho o l1a nghiém I6n nhdt cia da thikc
Legendre bdc m. Néu P(X) 1&a mér da thirc véi cac hé s6 thue ¢6 bde n<2m
va P(=1)=P(1), thi c6 it nhat mot nghiém ciia P'(X) nam trong khodng mo
(-a,;a,) v6i n>3 va nam trong khoing dong [-a,;a,] véi n=3. Néu
n=2 thi P'(X) c6 duy nhdt mét nghiém don a,=0. Hon nita voi moi
0< B, <a,, ton tai mét da thirc P(X) c6 bgc n<2m ma P’(x) khdng co
nghiém trong doan [, B, ]

Nhan xét 1.1.4 Dinh 1y Rolle chi dang khi f(x) la ham s6 xac dinh trén tap
s6 thuc, nhan gia tri thue va khong con dung trén tap sb phuc, theo nghia sau:

trén cac doan thang ndi cac diém 1a nghiém cua da thirc khong nhat thiét c6

nghiém cuia dao ham. Ta xét mot sb vi du sau.

Vidu1Xéthamsb f(z)=e"-1. Taco



f(z)=¢"-1=0=¢e"=1<e"=e’ < z=0 hoac z=2kx.
Véy z,=0 va z,=2r lahai nghiém cta phuong trinh f(z)=e" -1.
Nhung dao ham f'(z)=ie" =0 khdng cé nghiém noi chung, do d6 ciing

khong c6 nghiém trong khoang (0,27).

Vidu2 Xétdathic P(z)=(z’ —1)(2 —ix/§): 2 —i327 - 7 +i/3.
Taco

P(2) =0 (7’ —1)(z—i\@):0<:> z=17=-1hodc z=i/3.
Pa thic P(z)=(z" —1)(2 —i\@): 7*—i322 -z +i/3

c6 ba nghi¢m z,, = +1 va z, =i/3. Ba nghié¢m z,,2,,7

11 =20

cua da thirc tao thanh

3

mot tam giac can (Hinh 4). Mat khac, ta c6

P’(z):322—2iz\@—1:3(z— S QY DI 2,=72,=—.

]
Nghiém ctia dao ham P’(z) =0 khdng ndm trén y
cac canh cua tam giac can co6 ba dinh 1a ba

nghiém ciia da thirc P(z), tirc 12 khdng nim

trén mot trong ba doan thing ndi cac nghiém

‘FH

cua da thurc da cho (Hinh 4). Tuy nhién, nghiém

ciia dao ham nam trong tam giic ¢ ba dinh 1a
_ Hinh 4

nghiém cua da thirc P(Z).

Vi du 2 cho thiy, Dinh 1y Rolle theo nghia ton tai nghiém ctia dao ham nam
trén doan ndi hai diém nghiém ctia ham s6, khong con dung trén trudng phic.
Vi vay, can phai phat biéu Pinh 1y Rolle cho da thirc trén trudng phirc mot
cach thich hop hon. Vi du 2 ciing goi y: Cac diém nghiém ciia dao ham phdi
nam trong bao 16i cia cdc diém nghiém ciia da thire. Pay chinh 1 ndi dung

Dinh Iy Gauss-Lucas (mé rong Pinh 1y Rolle) vé quan hé giita nghiém cua da



thitc va nghiém cta dao ham. Tur day ta ciing c6 Hé qua: Néu tdr ca cdc
nghiém ciia da thirc nam trén mét dwong thang L (Khdng nhat thiét 1a truc
thuc) trén mdr phang phike, thi Moi nghiém cia dao hdm ciing nam trén
duwong thang dy.

1.2 Pinh ly Gauss-Lucas

Cho da thitc P(z) Vi cac hé sé phirc va nhan gié tri phirc. Nam 1836, Gauss
da nhan xét rang, moi nghiém cua da thirc dao ham P’(z), khdng tring véi
nghiém boi cua da thirc, ¢6 thé dugc coi nhu 14 diém cdn bang cia mot truong
luc duoc tao ra béi cac hat déng chat dat tai mdi diém nghiém z, cua da thirc
(m, hat néu z, la nghiém boi m,), néu mdi hat sinh ra mot luc hat ti 1& nghich
V61 khoang cach céc hat.

Chinh vi I8 d6, nghiém ¢, ciia da thirc dao ham P’(z)=0 thuong dugc goi la
diém cdn bang, diém téi han hogc diém dimg cua da thuc P(z). Tir nay vé
sau, cac thuat ngir nghiém ¢ cia da thire dao ham, diém dirng, diém téi han,
diém cdn bang cua da thirc duge st dung theo cling mot nghia P'(¢)=0.

Tur nhan xét trén cua Gauss, nam 1874, F. Lucas, mot ki su nguoi Phap, da
phat biéu va ching minh Dinh 1y 1.2.1 duéi day, sau nay dugc goi 1a Dink Iy
Gauss-Lucas.

Pinh ly 1.2.1 (Gauss-Lucas) Tdt cd cic diém téi
han ciia da thire P(2) V&i hé s6 phirc nam trong
bao loi H cia cdic nghiém ciia P(z). Néu cdc
nghiém cia P(z) khdng nam trén mét duong

thang thi khéng c6 diém t6i han ndo cia P(z)

nam trén bién cia H, trir khi d6 1a nghiém boi

cia P(z) (Hinh 5). Hinh 5



Dinh Iy Gauss-Lucas c6 rat nhiéu cach chirng minh, thi dy, ngoai Gauss va F.
Lucas, trong [18], trang 21, M. Marden da liét ké 13 tac gia chiung minh Pinh
ly Gauss-Lucas (trudc 1932): G. J. Legebeke (1881); F. De Boer (1884); S.
Berlothy (1884); M. E. Cesaro (1885); M. Bocher (1892); J. H. Grace (1902);
T. Hayashi (1914); F. Irwin (1915); B. Gonggryp (1915); M. B. Porter (1916);
Y. Uchida (1916); M. Krawtchouk (1926); J. V. Sz. Nagy (1918, 1932). Co
thé xem mot sé chimg minh Pinh 1y Gauss-Lucas trong [2], [6], [18], [22],
[30],... Dudi day chung tdi trinh bay ching minh DPinh li Gauss-Lucas theo
Jerry Shao—Chieh Cheng (2012, [6]).

Pé ching minh DPinh Iy Gauss-Lucas, trudc tién ta chirng minh Pinh 1y 1.2.2
(Cheng, 2012, [6]) duéi day, 1a tong quat hoa mot két qua ctia Marden (1966,
[18], trang 1).

Pinh ly 1.2.2 Gia su cdc s6 phitcc o, = I‘jeigj #0, j=12,...,p, théa mén diéu

Kiegn y <0, <y+8, j=12,..,p, trong dé y,5 1a cac s6 thuc, va 0<3 <.

: p . .
Khi do tong w=7 o, :=re" Ciia cdc $o phitc o, Ciing khdc khong. Hon nita,
-1

y <0<y +06 (Hinh6).

Chirng minh Dinh 1i 1.2.2 n6i rang, néu tit ca cac sd phiic (cic vecto)
o, = rjeigj #0 cling nam trong mién gidi han boi hai tia tao voi nhau mot goc
p

0< & < thi vecto tong w = Y o, =re" cling nim trong goc Ay.
=1

Khong han ché tong quat, chi can chimg minh
Dinh 1y 1.2.2 ding voi y =0. Két qua trong

truong hop tong quat ¢6 thé thu duoc nho phép

quay Véi goc quay 1a ¥ (cung chiéu kim dong

hf) néu Yy > 0). Hinh 6



