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MỞ ĐẦU 

 
Định lý Rolle trên trường số thực là một trong những định lý về giá trị trung 

bình, có ý nghĩa và có rất nhiều ứng dụng trong Giải tích, trong giải phương 

trình và hệ phương trình, tìm nghiệm hoặc các điểm dừng của đa thức,… 

Định lý Rolle về mối quan hệ giữa nghiệm của hàm số và nghiệm của đạo 

hàm nói chung khá quen thuộc. Một điều tự nhiên sau khi số phức và lý 

thuyết hàm phức ra đời, là mở rộng Định lý Rolle sang cho các hàm số trên 

trường số phức. Một trong những Định lý quan trọng mở rộng Định lý Rolle 

là Định lý Gauss (1836)-Lucas (1874) nói rằng, tất cả các nghiệm của đa thức 

đạo hàm nằm trong bao lồi (đa giác lồi) của tất cả các nghiệm của đa thức. Từ 

đó, Hình học của đa thức nghiên cứu quan hệ hình học giữa tập nghiệm của 

đa thức và tập nghiệm của đạo hàm ra đời và phát triển. Nhiều kết quả mới 

được tìm ra, nhiều giả thuyết quan trọng được phát biểu. 

Luận văn Định lý Rolle trên trường phức có mục đích trình bày tổng quan các 

kết quả đã biết về Định lý Rolle trên trường phức, chủ yếu cho lớp các hàm đa 

thức. Ngoài phần mở đầu, phần kết luận, luận văn gồm hai chương. 

Chương 1 trình bày tổng quan về Định lý Rolle cho đa thức trên trường phức. 

Chương này trình bày định lý Rolle cho đa thức trên trường số thực và một số 

ví dụ mà định lý Rolle không còn đúng trên trường phức, từ đó dẫn đến việc 

xét bài toán mở rộng Định lý Rolle cho đa thức trên trường số phức. Bài toán 

này đã được giải quyết theo nghĩa toàn cục bởi Định lý Gauss-Lucas. Từ đây 

nảy sinh Giả thuyết Sendov, một giả thuyết mà 50 năm nay vẫn còn là bài 

toán mở. Chương 1 cũng trình bày nhiều kết quả khác liên quan đến mở rộng 

theo nghĩa địa phương của Định lý Rolle.  

Chương 2 nghiên cứu miền Rolle, một cách mở rộng khác của Định lý Rolle 

dựa trên khái niệm nghiệm của đa thức đạo hàm nằm “ở giữa” hai nghiệm của 
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đa thức. Chương 2 cũng đề cập đến một số mở rộng của Định lý Rolle cho các 

lớp hàm rộng hơn lớp hàm đa thức.  

Khi sắp xếp các kết quả, chúng tôi cố gắng làm rõ bức tranh Định lý Rolle 

trên trường phức, chứng minh các định lý được giải mã và làm sáng tỏ hơn. 

Nhiều tính toán trong chứng minh được trình bày chi tiết hơn tài liệu  gốc. 
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Chương 1  

Định lý Rolle cho đa thức trên trường phức 

1.1  Định lý Rolle cho đa thức với hệ số thực 

Ta đã biết định lý quen thuộc sau đây.  

Định lý 1.1.1 (Rolle, 1691) Giả sử :f    là một hàm khả vi trên đoạn 

 , ,a b   nhận các giá trị thực và có tính chất    .f a f b  Khi ấy tồn tại 

ít nhất một điểm  ,c a b  sao cho   0.f c   

Từ định lý Rolle ta có hệ quả sau cho đa thức. 

Hệ quả 1.1.1 Giả sử đa thức   1
0 1 1...n n

n nP x a x a x a x a
      với các hệ số 

0, 0,1,..., , 0,ia i n a   là các số thực, có tất cả 2m   nghiệm thực phân biệt 

1 2 ... .mx x x    Khi ấy  P x  có không ít hơn 1m   nghiệm thực 

1 2 1... mu u u     sao cho 1 1 2 2 3 3... .mx u x u x u x       

Nhận xét 1.1.1 Điều kiện 2m   là quan trọng. Ví dụ, đa thức 

    22 1P x x x    có duy nhất một nghiệm thực 2,x   nhưng đa thức 

đạo hàm   23 4 1P x x x     có hai nghiệm 1

1
3

x   và 2 1x   không trùng với 

2x   (Hình 1). 

f(x)=x^3-2x^2+x-2

-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

-5

5
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y

  

Hình 1 

 

Hình 2 
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Nhận xét 1.1.2 Đạo hàm  P x  có thể có nhiều hơn một nghiệm trong 

khoảng hai không điểm của  .P x  Ví dụ, đa thức bậc bốn 

    2 2 4 24 3 12P x x x x x       chỉ có hai nghiệm thực 1,2 2,x    nhưng 

  34 2P x x x    có ba nghiệm thực  1 0x   và 2,3

2
2

x     nằm trong khoảng 

 2,2  (Hình 2). 

Nhận xét 1.1.3  Khi số nghiệm thực (không tính bội)  nhỏ hơn thật sự bậc của 

đa thức  2 m n   thì đa thức đạo hàm  P x  có thể có những nghiệm khác 

nằm ngoài khoảng hai nghiệm của  .P x  Ví dụ, đa thức bậc bốn 

    2 22 3 5 52 138P x x x x x      chỉ có hai nghiệm thực 1 1x    và 

2 3.x   Nhưng đa thức đạo hàm  

     320 4 5
10

P x x x x      
 

 

có một nghiệm 3
10

x   nằm trong và hai 

nghiệm 2 34, 5x x   nằm ngoài khoảng 

 1,3  (Hình 3). 
   

Hình 3 

Trong Định lý Rolle, từ giả thiết    f a f b  ta khẳng định sự tồn tại 

nghiệm của đạo hàm trong khoảng  , .a b  Một câu hỏi tự nhiên được đặt ra là: 

Ta có thể thu hẹp đoạn  ,a b  chứa nghiệm của đa thức đạo hàm không?- Hai 

định lý dưới đây trả lời cho câu hỏi trên.  

Trước tiên, bằng phép biến đổi tuyến tính 2 ,a bt x
b a b a


 

 
 ta luôn có thể 

coi 1a    và 1.b    
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Định lý 1.1.2 (Lagguerre-Cesàro, [30]) Giả sử  P x  là một đa thức bậc 2n   

với các hệ số thực chỉ  có các nghiệm thực và 1, 1a b    là hai nghiệm 

liên tiếp của  .P x  Khi đó có ít nhất một nghiệm của   P x  nằm trong đoạn 

2 21 ,1 .
n n

     
 Đoạn 2 21 ;1

n n
     

 là đoạn tốt nhất có tính chất này theo 

nghĩa với mỗi 20 ,
n

   tồn tại một đa thức  P x  có bậc bằng n  mà  P x  

không có nghiệm trong khoảng  1 ;1 .     

Xét các đa thức Legendre   

       2
0

11, 1 ; 1,2,... 1.1
2 !

m
m

m m m

dP x P x x m
m dx

                        

Thí dụ, 1( ) ;P x x    2
2

1( ) 3 1 ;
2

P x x       3
3

1 5 3 .
2

P x x x    

Định lý 1.1.3 (L. Tschakaloff, [30]) Cho m  là nghiệm lớn nhất của đa thức 

Legendre bậc .m   Nếu  P x  là một đa thức với các hệ số thực có bậc 2n m  

và    1 1 ,P P   thì có ít nhất một nghiệm của  P x  nằm trong khoảng mở 

 ;m m   với 3n   và nằm trong khoảng đóng  2 2;   với 3.n   Nếu 

2n   thì  P x  có duy nhất một nghiệm đơn 1 0.   Hơn nữa với mỗi 

0 ,m m    tồn tại một đa thức  P x  có bậc 2n m  mà  P x  không có 

nghiệm trong đoạn  ; .m m   

Nhận xét 1.1.4  Định lý Rolle chỉ đúng khi  f x  là hàm số xác định trên tập 

số thực, nhận giá trị thực và không còn đúng trên tập số phức, theo nghĩa sau: 

trên các đoạn thẳng nối các điểm là nghiệm của đa thức không nhất thiết có 

nghiệm của đạo hàm. Ta xét một số ví dụ sau. 

Ví dụ 1 Xét hàm số   1.izf z e   Ta có 



 

 

7

 

  01 0 1 0iz iz izf z e e e e z          hoặc 2 .z k  

Vậy 1 0z   và  2 2z   là hai nghiệm của phương trình   1.izf z e     

Nhưng đạo hàm   0izf z ie    không có nghiệm nói chung, do đó cũng 

không có nghiệm trong khoảng  0,2 .  

Ví dụ 2  Xét đa thức     2 3 21 3 3 3.P z z z i z i z z i        

Ta có  

  2( ) 0 1 3 0 1; 1P z z z i z z          hoặc 3.z i  

 Đa thức      2 3 21 3 3 3P z z z i z i z z i        

có ba nghiệm 1,2 1z    và 3 3.z i  Ba nghiệm 1 2 3, ,z z z  của đa thức tạo thành 

một tam giác cân (Hình 4). Mặt khác, ta có 

 
2

2
1 23 2 3 1 3 0 .

3 3
i iP z z iz z z z            

 

Nghiệm của đạo hàm   0P z   không nằm trên 

các cạnh của tam giác cân có ba đỉnh là ba 

nghiệm của đa thức  ,P z  tức là không nằm 

trên một trong ba đoạn thẳng nối các nghiệm 

của đa thức đã cho (Hình 4). Tuy nhiên, nghiệm 

của đạo hàm nằm trong tam giác có ba đỉnh là 

nghiệm của đa thức  .P z  

 
Hình 4 

Ví dụ 2 cho thấy,  Định lý Rolle theo nghĩa tồn tại nghiệm của đạo hàm nằm 

trên đoạn nối hai điểm nghiệm của hàm số, không còn đúng trên trường phức. 

Vì vậy, cần phải phát biểu Định lý Rolle cho đa thức trên trường phức một 

cách thích hợp hơn. Ví dụ 2 cũng gợi ý: Các điểm nghiệm của đạo hàm phải 

nằm trong bao lồi của các điểm nghiệm của đa thức. Đây chính là nội dung 

Định lý Gauss-Lucas (mở rộng Định lý Rolle) về quan hệ giữa nghiệm của đa 
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thức và nghiệm của đạo hàm. Từ đây ta cũng có Hệ quả:  Nếu tất cả các 

nghiệm của đa thức nằm trên một đường thẳng L  (không nhất thiết là trục 

thực) trên mặt phẳng phức, thì mọi nghiệm của đạo hàm cũng nằm trên 

đường thẳng ấy. 

1.2  Định lý Gauss-Lucas 

Cho đa thức ( )P z  với các hệ số phức và nhận giá trị phức. Năm 1836, Gauss 

đã nhận xét rằng, mọi nghiệm của đa thức đạo hàm  ,P z  không trùng với 

nghiệm bội của đa thức, có thể được coi như là điểm cân bằng của một trường 

lực được tạo ra bởi các hạt đồng chất đặt tại mỗi điểm nghiệm iz  của đa thức 

( im  hạt nếu iz  là nghiệm bội im ), nếu mỗi hạt sinh ra một lực hút tỉ lệ nghịch 

với khoảng cách các hạt.  

Chính vì lẽ đó, nghiệm j  của đa thức đạo hàm   0P z   thường được gọi là 

điểm cân bằng, điểm tới hạn hoặc điểm dừng của đa thức  .P z  Từ nay về 

sau, các thuật ngữ nghiệm   của đa thức đạo hàm, điểm dừng, điểm tới hạn, 

điểm cân bằng của đa thức được sử dụng theo cùng một nghĩa   0.P    

Từ nhận xét trên của Gauss, năm 1874, F. Lucas, một kĩ sư người Pháp, đã 

phát biểu và chứng minh Định lý 1.2.1 dưới đây, sau này được gọi là Định lý 

Gauss-Lucas. 

Định lý 1.2.1 (Gauss-Lucas) Tất cả các điểm tới 

hạn của đa thức ( )P z  với hệ số phức nằm trong 

bao lồi H  của các nghiệm của ( ).P z  Nếu các 

nghiệm của ( )P z  không nằm trên một đường 

thẳng thì không có điểm tới hạn nào của ( )P z  

nằm trên biên của ,H  trừ khi đó là nghiệm bội 

của ( )P z  (Hình 5). 

 

Hình 5 
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Định lý Gauss-Lucas có rất nhiều cách chứng minh, thí dụ, ngoài Gauss và F. 

Lucas, trong [18], trang 21, M. Marden đã liệt kê 13 tác giả chứng minh Định 

lý Gauss-Lucas (trước 1932): G. J. Legebeke (1881); F. De Boer (1884); S. 

Berlothy (1884); M. E. Cesàro (1885); M. Bôcher (1892); J. H. Grace (1902); 

T. Hayashi (1914); F. Irwin (1915); B. Gonggryp (1915); M. B. Porter (1916); 

Y. Uchida (1916); M. Krawtchouk (1926); J. V. Sz. Nagy (1918, 1932). Có 

thể xem một số chứng minh Định lý Gauss-Lucas trong [2], [6], [18], [22], 

[30],… Dưới đây chúng tôi trình bày chứng minh Định lí Gauss-Lucas theo 

Jerry Shao–Chieh Cheng (2012, [6]).  

Để chứng minh Định lý Gauss-Lucas, trước tiên ta chứng minh Định lý 1.2.2 

(Cheng, 2012, [6]) dưới đây, là tổng quát hóa một kết quả của Marden (1966, 

[18], trang 1).  

Định lý 1.2.2 Giả sử các số phức 0, 1,2,..., ,ji
j jr e j p     thỏa mãn điều 

kiện ,j       1,2,..., ,j p  trong đó ,   là các số thực, và 0 .    

Khi đó tổng 
1

:
p

i
j

j
re  



    của các số phức j  cũng khác không. Hơn nữa, 

       (Hình 6). 

Chứng minh Định lí 1.2.2 nói rằng, nếu tất cả các số phức (các vectơ) 

0ji
j jr e     cùng nằm trong miền giới hạn bởi hai tia tạo với nhau một góc 

0     thì vectơ tổng 
1

:
p

i
j

j
re  



   cũng nằm trong góc ấy. 

Không hạn chế tổng quát, chỉ cần chứng minh 

Định lý 1.2.2 đúng với 0.   Kết quả trong 

trường hợp tổng quát có thể thu được nhờ phép 

quay với góc quay là   (cùng chiều kim đồng 

hồ nếu 0).     
 

Hình 6 


