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LỜI NÓI ĐẦU

Cho H là một không gian Hilbert thực với tích vô hướng 〈., .〉 và chuẩn

‖.‖ tương ứng. Giả sử C là một tập lồi, đóng, khác rỗng trong H và f là

song hàm từ C ×C vào R sao cho f(x, x) = 0 với mọi x ∈ C. Trong luận

văn này ta sẽ xét bài toán cân bằng sau đây, được ký hiệu là EP(C, f):

Tìm x∗ ∈ C sao cho f(x∗, y) ≥ 0, ∀y ∈ C.

Bài toán EP(C, f) còn được gọi là bất đẳng thức Ky Fan để ghi nhận sự

đóng góp của ông trong lĩnh vực này (xem [2], [5] và các trích dẫn).

Một phương pháp cơ bản để giải bài toán cân bằng là phương pháp

chiếu và các dạng của nó. Tuy nhiên phương pháp chiếu chỉ hội tụ với điều

kiện song hàm có tính đơn điệu mạnh, hay là có tính tự bức (đơn điệu

mạnh ngược), ngay cả cho bài toán bất đẳng thức biến phân đơn điệu, là

một trường hợp đặc biệt của bài toán cân bằng đơn điệu.

Để thu được phương pháp chiếu hội tụ cho bài toán cân bằng có tính

đơn điệu nhẹ hơn, trong [16] các tác giả đã mở rộng phương pháp đạo hàm

tăng cường (hay là chiếu hai lần) do Korpelevich [8] lần đầu tiên đề xuất

cho bài toán tối ưu và bài toán điểm yên ngựa. Với phương pháp này sự

hội tụ được đảm bảo ngay trong trường hợp song hàm f có tính giả đơn

điệu.

Bài toán cân bằng đơn điệu có liên quan chặt chẽ với bài toán tìm điểm

bất động của một ánh xạ không giãn. Về mặt lý thuyết bài toán cân bằng

đơn điệu và bài toán điểm bất động của ánh xạ không giãn có mối quan

hệ tương hỗ lẫn nhau, theo nghĩa, với một vài giả thiết tự nhiên, bài toán

này có thể mô tả dưới dạng bài toán kia và ngược lại. Cả hai lớp bài toán

này thực chất đều thuộc bài toán chấp nhận lồi, tức là bài toán tìm một

điểm chung của các tập lồi.
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Phương pháp lặp Halpern là phương pháp cơ bản để tìm điểm bất động

của ánh xạ không giãn. Tuy nhiên phương pháp này chỉ có tính hội tụ yếu.

Để đảm bảo tính hội tụ mạnh, phương pháp Halpern và phương pháp cắt

đã được kết hợp.

Cụ thể Tada và Takahashi [13] đã trình bày một thuật toán kết hợp

phương pháp điểm gần kề và siêu phẳng cắt để đảm bảo tính hội tụ mạnh

của điểm gần kề, tại đó với mỗi bước lặp k, phép lặp xk+1 được định nghĩa

như sau:

Tìm zk ∈ C sao cho f(zk, y) +
1

λk
〈y − zk, zk − xk〉 ≥ 0, ∀y ∈ C,

ωk = αkx
k + (1− αk)T (zk),

Ck =
{
z ∈ H :

∥∥ωk − z∥∥ ≤ ∥∥xk − z∥∥} ,
Dk =

{
z ∈ H :

〈
xk − z, x0 − xk

〉
≥ 0

}
, xk+1 = PCk∩Dk

(x0),

trong đó λk > 0 là tham số tại bước lặp k; x0 ∈ C và PCk∩Dk
(x0) là phép

chiếu khoảng cách trên Ck ∩Dk của điểm x0; T : C → C là ánh xạ không

giãn. Với giả thiết song hàm f đơn điệu trên C, các dãy {αk}, {λk} thỏa
mãn các tính chất đề ra thì dãy {xk} hội tụ mạnh đến một nghiệm chung

của bài toán cân bằng EP (C, f) và điểm bất động của T .

Mục đích của bản luận văn này là giới thiệu những kiến thức cơ bản

nhất của bài toán cân bằng và trình bày một thuật toán lai ghép giữa

phương pháp đạo hàm tăng cường với phép lặp Halpern cho bài toán tìm

nghiệm chung của bài toán cân bằng giả đơn điệu và bài toán tìm điểm bất

động của ánh xạ không giãn trong không gian Hilbert thực. Để bảo đảm

tính hội tụ mạnh, kỹ thuật siêu phẳng cắt ở [13] đã được kết hợp trong

thuật toán này. Sự hội tụ mạnh của thuật toán đã được chứng minh chi

tiết cho trường hợp bài toán cân bằng giả đơn điệu. Các đặc điểm quan

trọng của thuật toán trình bày trong luận văn so với các thuật toán trong

[4] và [13, 14] là:

1. Sư hội tụ mạnh được bảo đảm mà không cần đến giả thiết chính

quy;

2. Trong mỗi bước lặp của thuật toán, bài toán cân bằng đơn điệu mạnh

nảy sinh trong thuật toán điểm gần kề trong [13] được thay thế bằng hai

bài toán quy hoạch lồi mạnh. Về mặt tính toán các bài toán sau dễ giải

hơn nhiều, đồng thời nó lại cho phép giải được bài toán cân bằng giả đơn
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điệu, trong khi thuật toán điểm gần kề chỉ có thể áp dụng cho bài toán

cân bằng đơn điệu.

Luận văn bao gồm phần mở đầu, hai chương, kết luận và danh mục

các tài liệu tham khảo.

Chương 1 trình bày một số khái niệm cơ bản liên quan đến đề tài. Các

vấn đề liên quan đến sự tồn tại nghiệm và các trường hợp riêng của bài

toán cân bằng cũng được đề cập đến.

Chương 2 trình bày phương pháp đạo hàm tăng cường lai ghép giải bài

toán cân bằng. Các bổ đề cần thiết để chứng minh cho sự hội tụ mạnh của

phương pháp cũng như định lý về sự hội tụ mạnh của phương pháp cũng

được trình bày ở đây.
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MỘT SỐ KÝ HIỆU VÀ CHỮ VIẾT TẮT

H: Không gian Hilbert thực;

X: Không gian Banach thực;

R: Tập các số thực;

∅: Tập rỗng;

I: Ánh xạ đồng nhất;

〈a, b〉: Tích vô hướng của 2 véc-tơ a và b;

‖x‖: Chuẩn của x;

∂f(x): Dưới vi phân của hàm f tại x;

∀x: Với mọi x;

xn → x: Dãy {xn} hội tụ mạnh tới x;

xn ⇀ x: Dãy {xn} hội tụ yếu tới x;

x := y: Nghĩa là, x được định nghĩa bằng y;

PC(x): Hình chiếu của x lên C.
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Chương 1

Bài toán cân bằng

Chương này trình bày các khái niệm liên quan đến bài toán cân bằng,

sự tồn tại nghiệm, các tính chất cơ bản và các trường hợp riêng quan trọng

của bài toán cân bằng. Các kiến thức trong chương được trích từ tài liệu

[1-5], [7], [12], [15].

1.1 Một số khái niệm cơ bản

Định nghĩa 1.1. Không gian định chuẩn thực là một không gian tuyến

tính thực X trong đó ứng với mỗi phần tử x ∈ X ta có một số ‖x‖ gọi là
chuẩn của x, thỏa mãn các điều kiện sau:

1. ‖x‖ > 0,∀x 6= 0; ‖x‖ = 0⇔ x = 0;

2. ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ ,∀x, y ∈ X;

3. ‖αx‖ = |α| . ‖x‖ ,∀x ∈ X, α ∈ R.

Định nghĩa 1.2. Cặp (H, 〈, 〉) trong đó H là một không gian tuyến tính

thực và
〈, 〉 : H ×H → R
(x, y) 7→ 〈x, y〉

thỏa mãn các điều kiện:

1. 〈x, x〉 ≥ 0,∀x ∈ H; 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0;

2. 〈x, y〉 = 〈y, x〉 ,∀x, y ∈ H;
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3. 〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉 ,∀λ ∈ R,∀x, y ∈ H;

4. 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 ,∀x, y, z ∈ H.

được gọi là không gian tiền Hilbert.

Không gian tiền Hilbert đầy đủ được gọi là không gian Hilbert.

Ví dụ 1.1. L2
[a,b], không gian các hàm bình phương khả tích trên [a,b]

với f ∈ L2
[a,b] sao cho

b∫
a

f 2 (x) dx < +∞, là một không gian Hilbert với

tích vô hướng

〈f, g〉 =
b∫

a

f (x) g (x) dx;

và chuẩn

‖f‖L2
[a,b]

=

 b∫
a

f 2 (x)dx


1

2
.

Trên H có hai kiểu hội tụ chính sau:

Định nghĩa 1.3. Xét dãy {xn}n≥0 và x thuộc không gian Hilbert thực H.

Khi đó:

• Dãy {xn} được gọi là hội tụ mạnh tới x, ký hiệu xn → x, nếu như

lim
n→+∞

‖xn − x‖ = 0.

• Dãy {xn} được gọi là hội tụ yếu tới x, ký hiệu xn ⇀ x, nếu

lim
n→+∞

〈ω, xn〉 = 〈ω, x〉 , ∀ω ∈ H.

Ta nhắc lại các kết quả trong giải tích hàm (xem [1]) liên quan đến hai

loại hội tụ này.

Mệnh đề 1.1.

• Nếu {xn} hội tụ mạnh đến x thì cũng hội tụ yếu đến x.

• Mọi dãy hội tụ mạnh (yếu) đều bị chặn và giới hạn theo sự hội tụ

mạnh (yếu) nếu tồn tại là duy nhất.
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