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MỞ ĐẦU 

 

Giải tích lồi là môn học cơ bản của giải tích hiện đại, nghiên cứu về tập 

lồi, hàm lồi và các vấn đề liên quan. Bộ môn này có vai trò quan trọng trong 

nhiều lĩnh vực khác của toán học ứng dụng, đặc biệt là trong tối ưu hóa, bất 

đẳng thức biến phân, các bài toán cân bằng,..v.v..có thể nói giải tích lồi là một 

trong những bộ môn quan trọng nhất làm cơ sở toán học của tối ưu hóa. 

Sau các kết quả đầu tiên của H.Minkowski (1910) về tập lồi và hàm lồi, lý 

thuyết giải tích lồi đã thu hút được sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà toán 

học, lý thuyết giải tích lồi được quan tâm nghiên cứu nhiều trong khoảng bốn 

mươi năm trở lại đây bởi các công trình nổi tiếng của H.Minkowski, 

C.Caratheodory, W.Fenchel, J.J.Moreau, R.T.Rockafellar, L.klee, A.Brondsted, 

W.V.Jensen, G.Choquet và nhiều tác giả khác. 

Trong không gian Hilbert, phép chiếu xuống một tập lồi đóng có nhiều 

tính chất quan trọng. Việc tồn tại và tính duy nhất của hình chiếu xuống một 

tập lồi đóng là cơ sở để chứng minh sự tồn tại và duy nhất của nhiều bài toán 

khác nhau trong giải tích ứng dụng như lý thuyết xấp xỉ, tối ưu hóa, bất đẳng 

thức biến phân và trong các vấn đề khác. Trong toán học tính toán rất nhiều 

phương pháp giải dựa trên việc tìm hình chiếu của một điểm xuống một tập lồi. 

Trong trường hợp tổng quát, đây là bài toán khó giải. Tuy nhiên khi tập lồi có 

những cấu trúc riêng thì bài toán này có thể được giải một cách hiệu quả bởi 

những chương trình phần mềm hiện nay đã có sẵn. Thậm chí trong trường hợp 

đặc biệt, khi tập lồi là hình cầu, siêu hộp, đơn hình, nửa không gian..v.v...thì 

hình chiếu xuống các tập này có thể tính theo công thức tường minh. 

Mục đích của luận văn này là để nghiên cứu về toán tử chiếu trong không 

gian Hilbert và việc giải bài toán cân bằng dựa vào các phương pháp chiếu. 

Luận văn bao gồm phần mở đầu, ba chương, phần kết luận và danh mục tài liệu 

tham khảo. 
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Chương 1: Trình bày các khái niệm và tính chất cơ bản về không gian Hilbert, 

tập lồi và hàm lồi trong không gian Hilbert, định lí tách, tính liên tục, dưới vi 

phân. Các kiến thức này sẽ được sử dụng trong các chương sau. 

Chương 2: Xét phép chiếu trong không gian Hilbert về định nghĩa, ví dụ, các 

tính chất cơ bản và một số trường hợp cụ thể. 

Chương 3: Giới thiệu bài toán cân bằng và một số vấn đề liên quan đến bài toán 

này như: Các trường hợp riêng quan trọng; sự tồn tại nghiệm; các dạng tương 

đương;..v...v....Cuối cùng là trình bày một thuật toán chiếu dưới gradient xấp xỉ 

để giải một lớp bài toán cân bằng. 
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Chƣơng 1 

TẬP LỒI VÀ HÀM LỒI TRONG KHÔNG GIAN HILBERT 

        Trong chương này, ta sẽ trình bày lại một số kết quả sẽ được dùng cho các 

chương sau. Đó là các kiến thức cơ bản về không gian Hilbert và giải tích lồi. 

Nội dung trong chương được trích dẫn chủ yếu từ tài liệu tham khảo    1 ; 2 ; 3  

và  4 .  

1.1.     Không gian Hilbert 

1.1.1.  Không gian tiền Hilbert 

Định nghĩa 1.1. Cho H là không gian trên trường  . Tích vô hướng xác định 

trên H là một ánh xạ xác định như sau: 

( , ) ,
.,. :

x y x y
H H K

 
   


, thỏa mãn các điều kiện sau đây: 

a, , ,x y y x    với mọi , .x y H  

b, , , ,x y z x z y z          với mọi , , .x y z H  

c, , ,x y x y       với mọi , ; .x y H K   

d, , 0x x    với mọi x H  và , 0x x    khi và chỉ khi 0x  . 

Số ,x y   được gọi là tích vô hướng của hai vectơ x và y. Cặp  , .,.H    được 

gọi là không gian tiền Hilbert ( Hay còn gọi là không gian Unita ). 

      Từ định nghĩa ta thấy rằng tích vô hướng .,.   chính là một dạng song tuyến 

tính xác định dương trên H. Khi đó H được gọi là không gian tiền Hilbert thực.  

Định lí 1.1. Cho H là không gian tiền Hilbert với ,x y H , ta luôn có bất đẳng 

thức sau  

2
, , , .x y x x y y       

Chú ý 1.1. Bất đẳng thức ở định lí 1.1 được gọi là bất đẳng thức Schwarz, 

trong bất đẳng thức Schwarz dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi x, y phụ thuộc 

tuyến tính. 
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Định lí 1.2. Cho H là không gian tiền Hilbert. Khi đó 1/2, ,x x x x H     xác 

định một chuẩn trên H. 

1.1.2.  Không gian Hilbert 

       Một không gian tiền Hilbert, xem như không gian định chuẩn, có thể đầy 

đủ hoặc không đầy đủ. 

Định nghĩa 1.2. Nếu H là một không gian tiền Hilbert và đầy đủ đối với chuẩn 

cảm sinh từ tích vô hướng thì được gọi là không gian Hilbert.  

       Cũng tương tự như trường hợp không gian tiền Hibert, với trường  thì ta 

có không gian Hilbert thực. 

1.1.3. Các ví dụ 

1) n  là không gian Hilbert thực với tích vô hướng 
1

,
n

i i

i

x y x y


   , 

trong đó:  

   1 2 1 2, ,..., , , ,..., n

n nx x x x y y y y   . 

2) Xét không gian: 

 22

1

( )n n n
n

l x x K x




       . 

Ta đã biết 2l  là không gian Banach với chuẩn 
2

1
n

n

x x




    .                     (1.1) 

Với 2( ) , ( ) ,n n n nx x y y l      nhờ bất đẳng thức Buniakowski ta có: 

2
2 2

1
n n

n

x y x y




    . 

Dễ kiểm tra rằng: 
1

, n n
n

x y x y




     xác định một tích vô hướng trong 
2l  và nó 

cảm sinh (1.1). Vậy 
2l  là một không gian Hilbert. 

3) Cho ( , , )X A   là một không gian độ đo và E A . Xét không gian  

 22( , ) :
E

L E f E f d     
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ta đã biết 2( , )L E   là một không gian Banach với chuẩn: 

 
1

2 2 .
E

f f d   

Hơn nữa, với 2, ( , )f g L E  , từ bất đẳng thức Holder về tích phân, ta có: 

   
1 1

2 22 2 .
E E E

fg d f d g d        

Ta dễ dàng kiểm tra được  

,
E

f g fgd  , 

xác định một tích vô hướng trong 2( , )L E   và 2( , )L E   là không gian Hilbert thực. 

1.1.4.  Một số tính chất cơ bản 

Định lí 1.3: Cho H là một không gian Hilbert. Khi đó: .,. : H H      là một 

hàm liên tục. 

Chứng minh: Cho    ,n nx y  là hai dãy trong không gian tiền Hilbert H lần 

lượt hội tụ về 
0 0,x y . Khi đó, ta có: 

0 0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

, , , , , ,

, ,

.

n n n n n n

n n n

n n n

x y x y x y x y x y x y

x y y x x y

x y y x x y

                

       

   

            (1.2) 

Theo giả thiết ( )nx  hội tụ trong H nên nó bị chặn, nghĩa là tồn tại số M>0 sao 

cho: 
nx M  với mọi n . 

Vì vậy, ta có:  

0 0 0 0 0, , .n n n nx y x y M y y x x y          

Cho ,n  theo giả thiết ta có:  

0 0lim , , 0n n
n

x y x y


       hay 
0 0lim , , .n n

n
x y x y


      

Suy ra tích vô hướng là một hàm liên tục.                                                              


