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MG dau

Nhidu qué trinh vat 1y trong tu nhién phat trién theo thsi gian trén nhing mién
ma ta c6 thé gidi duge néu ta coi ching cé kich thuée vo han hay nita vo han. Vi Iy
do nay, viec sit dung bién doi Fourier, bién doi Laplace, bién déi Hankel dudc coi 1a
cong cu giai tich manh nhét dé giai cac phuong trinh dao ham rieng duge cac nha toan
hoc va k¥ su nghién citu. Muc dich ctia luan vin nay la dé minh hoa céc cach sit dung
clia bién doi Fourier, bién doi Laplace va bién doi Hankel vao cac bai toan cu thé. Su
hinh thanh ciia luan van duge dya trén sit tham khao, tong hgp trén cac tai lieu tham
khéo va chit yéu 1a cudn Bién doi tich phan ctia nhém tac gia ma ding dau la GS.
TSKH Ding Dinh Ang. Diéu dac biet quan trong phuong phap bién déi tich phan rat
hitu hiéu do6i véi viec gidi cac bai toan ciia phuong trinh dao ham riéng, phuong trinh
truyén nhiét, phuong trinh truyén séng, bai toan bién clia phuong trinh Laplace.

Noi dung chinh clia luan vian bao gom ba chuong mang lai mot cach nhin khai quat
vé cac phuong phéap bién doi va giai cac phuong trinh dao ham rieng. Luan van khong
di sau vao nghién citu Iy thuyét vé cac phép bién doi Fourier, Laplace hay Hankel ma
chi giéi thieu cac dinh nghia va tinh chat co ban ciia cac phép bién doi. Trén co s6 d6
trinh bay céc bai toan va viec van dung cac phép bién doi trén dé giai nghiem.

Trong chuong mot, ching toi danh cho viéc trinh bay mot sé kién thic bo trg ve
cac khong gian ham, gi6i thieu vé phuong phép bién doi Fourier thuan va nghich dé
giai cac bai toan bién ctia phuong trinh dao ham riéng. Chung toi cling gidi thiéu mot
sO phuong phap gidi cac bai toan mot cach thong thudng va gidi cac bai toin dua vao
phuong phéap bién doi Fourier dé so sanh va Iua chon phuong phap giai téi wu nhat.

V6i muc dich tiép tuc mé rong cac phuong phap gidi khac nhau cho phuong trinh
dao ham riéng, trong chuong hai chting t6i gii thieu phuong phéap bién déi Hankel. Néu
ra mot s6 cac bai toan 4p dung bién déi Hankel vao viéc tim nghiém clia cac phuong
trinh nhu phuong trinh truyén nhiét, phuong trinh Laplace, phuong trinh Poisson, cac
bai toan bién hon hgp...

Chuong ba ctia luan vin ching toi gidi thieu vé bién doi Laplace. Van dung bién
doi Laplace vao tim nghiém ciia cac phuong trinh vi phan, phuong trinh truyén nhiét,
phuong trinh dao ham riéng.

Luan van dugce thyc hién va hoan thanh tai truong Dai hoc Khoa Hoc - Dai hoc
Thai Nguyén. Qua day toi xin chan thanh cdm on céc thay co gido Khoa Toan - Tin,
Ban Giam hiéu, Phong dao tao nha truong da trang bi kién thiic co ban va tao diéu
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kién t6t nhat cho t6i trong qué trinh hoc tap va nghién citu.

Toi xin bay t6 long biét on chan thanh t6i TS. Nguyén Van Ngoc, ngudi da tan tinh
chi bao, tao diéu kién va gitp dd toi c6 thém nhiéu kién thitc, kha nang nghién ctu,
tong hop tai lieu dé hoan thanh luan van. Téi ciing xin gii 16i cAm on dén gia dinh,
ban be va cac dong nghiép da dong vien, gitp dd toi qua trinh hoc tap ctia minh.

Do thdi gian va trinh do con han ché nén luan van khong tranh khoi nhitng thiéu
s6t. Chung toi rat mong nhan duge su gép ¥ clia cac thay co dé luan van duge hoan
thién hon.

T6i xin chan thanh cam on!

Thai Nguyén, ngay 04 thang 05 nam 2013.
Nguai thyce hién
Triéu Thi Man
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Chuong 1

BIEN DOI FOURIER

Trong chuong nay trinh bay 1y thuyét tom tét ctia bién doi Fourier, Fourier-sin,
Fourier-cosin va giai mot s6 phuong trinh dao ham riéng, phuong trinh tich phan dang
chap bing phuong phap bién déi tich phan Fourier. Noi dung chinh ctia chuong nay
dugce hinh thanh tu cac tai lieu [1], [2], [3], [4] va [5].

1.1 Mot sd kién thic bb trg

1.1.1 Khoéng gian LP

V6i p 1a s6 thye: 1 < p < oo, Q € R™ ta dinh nghia L? (Q) 1a 16p cac ham f(z) xac
dinh trén €2, sao cho

1
Hf”p = (/ ‘f(l')‘pdx) ’ < 00, dr = dfﬂld]ﬁ'g .. dl‘n
Q

S6 || f]|, duge goi 1a chuan ctia ham f(x).
LP () 1a mot khong gian Banach. Dac biet, L?(Q) 1a mot khong gian Hilbert véi
tich vo hudng

(f.9) = /Q f(@)g()d,

trong d6 g(x) la lien hgp phic cia g(x).

Ham xac dinh trén Q dugce goi 1a chti yéu bi chan trén , néu ton tai hang s6 duong
C, sao cho | f(x)| < C hau khap noi trén Q. Can duéi 16n nhat ctia cac hing s6 C' duge
ky hiéu la esssup,cq | f(2)].

Ta ky higu L>(£2) 1a khong gian ctia tat ca cdc ham chi yéu bi chan trén Q. Chuan
trong L>(2) duge xac dinh theo cong thitc

[flloe = esssupseal f()|
trong do6 sup lay trén tat ca cac phan hoach don vi cia [a, b].

Duéi day 1a meénh dé quan trong vé sy trit mat trong LP.
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Dinh ly 1.1. (vé sy tru mat)

(i) Néu khodng (a,b) la hitu han thi cdc ldp ham sau day sé tri mat khdp noi trong
LP(a,b):
M —Ilop cac ham bi chan,
C—Idp cic ham lién tuc,
S—I1op cac ham bac thang,
P—1dp cdc da thite dai so,
T—16p cic da thiic ligng gidc tru mat khap noi trong LP(—7, 7).

(ii)Lép Sc cia tat cd cac ham bac thang tru mat trong LP(—o0, ), (p = 1).

1.1.2 Céac bat ding thiic va cac dinh 1y vé tich phan

Dinh 1y 1.2 (bat déng thitc Holder). Néu f € LP, g € L4, trong dé p,q > 1, thi

11
gl < [1f1lpllgllq, PR

Dinh 1y 1.3 (bt déng thitc Minkowski). Néu p > 1, thi

1+ gllo <[ fllp+ llgllp-

Dinh 1y 1.4 (Dinh ly Lebesgue). Gid st tréen Q cho day cdc ham khd tong { fr(z)}7

hoi tu hau khap noi dén ham f(x). Néu ton tai ham thuc F(z) > 0, F(x) € LY(Q),

sao cho | fy(z)] < F(z), z € Q, Vk thi f(x) € L(Q) va Jim fu(@)de = [, f(x)dz.
—00

Dinh ly 1.5 (Dinh ly Fubini). Cho F(z,y) khd tich trén Q; x Q. Khi dé © —
Jo, Fx,y)dy kha tich tren Qu, y — [, F(x,y)dz kha tich trén Qa. Ngoai ra

/dm/F(x,y) dy:/dy/F(x,ydx: / Flz,y) dzdy.

Q1 QQ Ql XQQ

1.1.3 Bién phan bi chan

Dinh nghia 1.1. Cho f la ham s6 ( thuc hodc phiic ) zac dinh trén doan [a,b]. Gid si
p = {xo,1,...,T,} la mot phan hoach cia doan |a,b], nghia ld a = o < 7 < ... <

x, =b. Ham s6 f(x) dugc goi la c6 bién phdan bi chan trén doan [a,b], néu
V() =V(f) = SUPZ | (@) — fziz1)] < o0
Po=1

Vi du vé bién phan bi chin
1) Néu f(z) 1a ham thyc don dieu trén [a,b], thi V2(f) = |f(b) — f(a)].
2) Néu |f'(x)] < M,Vx € [a,b] thi V2(f) < M(b— a).
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3) Néu f la ham lien tuc tuyet doi tren [a, b], nghiala co dang f(z) = ¢+ [ g(t)dt, g €
L1<a7 b)7 thi Vab < HQHLl

(a,b)”

*x Cac tinh chat ciia ham c6 bien phan bi chan

1) Ham nhan gia tri phiic bién thyc f(z) c¢6 bién phan bi chin trén [a, b], khi va chi
khi phan thyc va phan 4o clia n6 ¢6 bién phan bi chin tren [a, b].

2) Néu f(x) c6 bién phan bi chan thi f(z) bi chan: |f(x)| < |f(a)| + V2(f).

3) Gia st f(z) 1a ham s6 thuc. Ham f(z) ¢6 bién phan bi chan trén [a, b] khi va chi
khi né la hieu ham don diéu tang va bi chan trén [a, b]:

f(z) = g(z) — h(z).

1.1.4 Tich phan Riemann va tich phan Dirichlet

Bo6 dé 1.1 (B6 dé Riemann). Néu g(t) khd tich tuyét doi trén khodng hitu han hodc vo

han [a,b], thi
b b

lim [ g(t)sinptdt =0, lim [ g(t)cosptdt=0.
Pp—00 P—00

Dinh 1y 1.6 (Bb dé Dirichlet). Néu ham g(t) don diéu ting va bi chdn trén doan

[0,h], h >0, thi
h

lim [ g(t) dt = g(—I—O).
p—00 2
0

Dinh 1y 1.7 (Tich phan Dirichlet).

A
/sm yd :—sgn)\
a~>oo

0

sin pt

1.2 Bién d6i Fourier trong L'(R)

1.2.1 Dinh nghia bién déi Fourier trong L'(R)

Dinh nghia 1.2. Vgi f € L'(R) ta dinh nghia bién doi Fourier cia ham f la:

fO = FIR© = [ fwe s, ¢eR (1)
va bién doi Fourier nguoc cia f la:
FO) = P60 = 57 [ fa)etd (1.2
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Nhan xét réing vi f € L'(R) va |e*| = 1, nén cac tich phan (1.1) va (1.2) hoi tu
V¢ € R. Ngoai ra, giita bién ddi Fourier va bién déi Fourier nguge ¢6 quan hé sau:

f©) = 5-7(-0), Ff@©) =

—F|f(— . 1.3
LFIF-2)(©) (13
Vi du 1.1 (Hach Dirichlet). Xét bién doi Fourier ciia ham ddc trung Xi-nn(@). Ta
co:

N
. i 2sin N¢
X[—N,N}(f) = / e dr = £
N
g sin N§ . . o Iy .
Ham so Dy(x) = ¢ dugc goti la hach Dirichlet va co lién quan dén tich phan sau

day:

/ sin Ay dy = ZSzgn/\
0

Vi du 1.2 (Hach Poisson). Xét bién doi Fourier cia ham s6 e %%l t > 0. Ta cé:

I = / e trle=E qp = 2/6‘“ cos x€ dx.
—00 0

Thuc hién tinh toan ta duoc )

t

=——, t>0.
£+ &2
L Lt . ,
Ham so P,(x) = ————, t >0 duoc goi la hach Poisson.
T2 + 22

1.2.2 CAc tinh chit co ban ciia bién ddi Fourier
Sau day 14 mot s6 tinh chat co ban ctia bién doi Fourier

1) Bién ddi Fourier va bién ddi Fourier ngudc 1a ham bi chan trong R™. That vay,

theo ta co:
©)] < / F@)] dz = || 1.

2) f(&) = F[f](€) 1a ham lien tuc trong R. That vay, véi &, h € R, ta c6:
[f(E+h) = f(&)] < / |f(@)lle™]|le™" — 1] dz < 2 / |f ()| d = 2| f]1.
Theo dinh ly Lebesque, ta co:

tiy |6+ )~ F(©)| < iy [ 17(a)e e ~ 1] do
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