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MO DAU

Ly thuyét doi ngau la mot bo phan quan trong cia Iy thuyét toi vu
héa va c6 nhiéu ting dung trong t6i wu hoéa va toan ting dung. V6i mot
bai toan toi wu, nguoi ta thuong nghién cttu mot bai toan lién quan chit
ché v6i n6 ma ta goi 1a bai toan doi ngau. Néu bai toan xuat phat 1a bai
toan cuc tiéu thi bai todn déi ngau la bai toan cuc dai. Ngudi ta mong
mudn bai todn ddi ngdu dé xit Iy hon bai toan xuat phat. Cac loai bai
toan do6i ngau thuong ducc nghién citu 1a déi ngdu Lagrange, ddi ngau
Wolfe va déi ngau Mond-Weir véi ciac dinh 1y déi ngdu yéu va manh.
Céc dinh 1y d6i ngdu manh cho ta cac diéu kién dé gia tri ham muc tieu
clia bai todn xuat phat va bai toan déi ngau bang nhau.

Ly thuyét déi ngau cho cac bai toan t6i wu 16i duge nhiéu tac gia trong
va ngoai nudc quan tam nghién citu va thu duge nhicu két quéa dep (xem
chang han [5], [2], [4] v& c4c tai ligu tham khéo trong cac cong trinh do).
Chinh vi vay ma em chon dé tai "Déi ngau ctia bai toan t6i uu 16i". Dé
tai nay c6 tinh thoi su, da va dang duge nhiéu nha toan hoc quan tam
nghién citu.

Luan van tap trung trinh bay 1y thuyét déi ngau cho cac bai toan toi
uu 16i bao gom dinh 1y déi ngau Lagrange, dinh 1y d6i ngdu tong quat,
cac dinh 1y déi ngau cho bai toan véi cac ham kha vi Gateaux, déi ngau
ctia bai toan gia tri bién, d6i ngau dudi ngon ngit ham gia tri va ham
nhiéu.

Luan vian bao gom phan mdé dau, hai chuong, két luan va danh muc
cac tai lieu tham khéo.

Chuong 1. Lién hgp ctia ham 16i
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Trinh bay mot s6 két qua ve lien hop ctia ham 16i. Két qua chi ra rang
mot ham 10i nita lien tuc duéi 14 bao déng trén cia cac ham afine lien
tuc. Khai niéem ham lién hgp (lien hgp Fenchel) duge trinh bay cuing véi
dinh 1y song lién hop, dinh 1y vé lien hgp ctia tong hai ham qua tong
chap infimal ctia hai ham lién hgp. Chuong nay ciing trinh bay dinh ly
Hormander mo ta mot tap trong £* qua cac phiém ham duéi tuyén tinh,
nita lien tuc dudi trén E, dinh 1y vé song cuc, bo dé Farkas suy rong.

Chuong 2. D6i ngau ctia cac bai toan t6i uu 16i

Trinh bay 1y thuyét déi ngau cho bai toan t6i wu 16i bao gom dinh 1y
do6i ngau Lagrange cho bai toan 10i v6i hitu han rang buoc tap, dinh 1y
d6i ngdu tong quat, cac dinh 1y déi ngau cho bai toan véi cdc ham kha
vi Gateaux, doi ngau clia bai toan gia tri bién, déi ngau dudi ngon ngit
ham gia tri va ham nhiéu.

Nhan dip nay em xin bay té long biét on sau sic tdi thay giao PGS.TS
D6 Van Luu, ngusi da tan tinh huéng dan, giap dé em hoan thanh ban
luan van nay. Em xin chan thanh cam on Ban chi nhiém khoa toan,
phong dao tao sau dai hoc trudng Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai
Nguyén cuing cac thay co gido da tham gia gidng day khoéa hoc. Xin
chan thanh cdm on gia dinh, ban bé dong nghiép va cac thanh vien
trong 16p cao hoc toan K5 da luon quan tam, dong vién, giup dé toi

trong sudt thoi gian hoc tap va qua trinh lam luan van.

Thai Nguyén, thang 6 nam 2013

Tac gia

Tong thi Liéu

3
S6 héa boi Trung tam Hoc liéu — Pai hoc Thai Nguyén http://www.lrc-tnu.edu.vn



Chuong 1

LIEN HOP CUA HAM LOI

Chuong 1 trinh bay mot s6 két qua veé lien hgp ctia ham 16i. Két qua chi
ra rang mot ham 16i nita lien tuc dudi 1a bao déng trén (upper envelope)
cua cac ham afine lién tuc. Khéi niém ham lién hgp duge trinh bay cuing
véi cac dinh 1y vé song lien hgp, dinh 1y vé lien hop clia tong hai ham
qua tong chap infimal ciia hai ham lién hgp. Chuong nay ciing trinh bay
dinh 1y Hormander vé viéc mo td mot tap trong E* qua cac ham dudi
tuyén tinh, nita lien tuc duéi trén E, dinh 1y vé song cuc va bo dé Farkas
suy rong. Cac két qua trinh bay trong chuong nay duge tham khio trong

cac tai lieu [5], [1], [6].

1.1 Chinh quy h6éa Gamma

Trong chuong nay ta ki hi¢u (E, E*) la cip d6i ngau clia cac khong
gian 10i dia phuong. Trong phan nay, ta sé chi ra rang mot ham 161 nia

lién tuc dudi la bao trén ctia cac ham affine lién tuc.

Dinh nghia 1.1.1
Voi f: E— R=RU{+cc}, ta dat

A(f) = {a : £ — Rla la ham affine lién tuc, a < f} .
Y1 E = R dugc dinh nghia bdi
fH (@) = sup{a(z)la € A(f)},z € E

dugc goi la chinh quy hoa Gamma cua ham f. Ta quy wdc sup @ := —o0.
Cho ham f : M C E — R. Mién hitu hieu (effective domain) ciia f duogc
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dinh nghia nhu sau (xrem [1]):
domf ={x € M|f(x) < +o0}.

Ham [ dugc goi la chinh thuong (proper) néu domf # & va f(x) >
—oo(Vz € M).

Meénh dé 1.1.1
Néu f : E — R la ham chinh thuong, thi cic phdt biéu dudi day la
tuong duong:
(a) = [';
(b) f la lien tuc nita dudi va loi .
Chtng minh
(a) = (b) : Hién nhién.
(b) = (a): Ro rang 1a f¥ < f. Bay givi gia st rang véi x9 ndo dé thuoc £
va mot k nao d6 thuoc R, ta c6 ff(zo) < k < f(xg). Ta chi ra rang ton
taia € A(f) thoaman k < a(xg) thi din dén mot mau thuan f1(zg) > k.
Bdi vi f 1a ntta lien tuc duéi, cho nén epif déng. Hon nita epi f 161 va
(0, k) & epif. Theo dinh 1y tdch manh 1.5.9[5], ap dung v6i A := epif

va B :={(x¢, k)}, ton tai w € (F x R)* va a € R sao cho
w(z,t) < a,¥(x,t) € epif va w(xg, k) > a. (1.1)
Ching ta c¢6
w(z,t) = (z*, x) + ct, trong d6 (z*,z) = w(z,0),c:=w(0,1). (1.2)

R6 rang la x* € E*. Hon nita, béi vi (x,t) € epif kéo theo (z,t') € epif,
v6l moi t! > t, ta ¢o

*
a— T ,T
c < M,Vt’ > mazx {0,t}.
t
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Do do, cho ' — +00, ta nhan dugc ¢ < 0. Bay gio ching ta phan biét
hai truong hgp.

Truong hop 1. Gia st rangf(xg) < +o0o. Khi do, (1.1) véi t := f(xg)
va (1.2) kéo theo

(2", x0) + cf (xo) < a < (", x0) + k.

Béi vi k < f(x0), ta suy ra ¢ < 0. Him s6 a : E — R xéac dinh béi

a 1
=l E
a(x) . C(x,x),xe
14 ham affine lién tuc. Néu x € domf, tur (1.1) ta c6
1
a(z) = — (a —w(z, f(2))) + flz) < f(z).

Néu z ¢ domf, thi a(z) < +oo = f(x). Vi vay, a € A(f). Hon nita, ta

2

co
1

a(xg) = - (v — (x*, 20)) > k.

Truong hop 2: Gia st rang f(zg) = +00. Néu ¢ < 0, thi ta dinh nghia
ham s6 a nhu trong truong hop 1. Bay gio gid st rang ¢ = 0. Bdi vi f 1a
ham chinh thuong, ton tai yy € domf. Theo truong hop 1, véi vy, thay
cho xy, ton tai ag € A(f). Dinh nghia a : E — R nhu sau

a(x) == ap(z) + p({z*,z) — a) trong do p := ka;;—oo(_x(g! + 1.

Khi d6 a 1a ham affine lién tuc. Hon nita, ta c6 a(x) < ag(z) < f(z), véi
moi x € domf. Nhu vay, a € A(f).
Cubi cung, luu § rang
ao(xg) + |k — ap(zo)| > k va (x¥, z¢) > a.
Khi do, ta co
a(xg) = ag(xg) + |k — ag(xo)| + (z*, x0) — a > k.
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Chitng minh dugc hoan thanh. ]

1.2 Ham lién hgp

Khai niém vé ham lien hop c¢6 ngudn goc tit phép bién doéi cla tich
cac phép bién ddi Legendre trong phép tinh bién phan sé rat quan trong

cho 1y thuyét déi ngau trong tdi uu 1oi.

Dinh nghia 1.2.1
Cho f: E —R. Ham so f*: E* — R dinh nghia bdi

fH(@") = sup({z*, z) — f(x)), 2" € E7,

zeF
dugc goi la lien hgp Fenchel (hay ngdn gon la lién hop) clia ham f.

Néu f 1a ham chinh thudng, dinh nghia kéo theo bat dang thiic Young
(", 2) < f(x) + f*(27),Vo € E,Vz* € E". (1.3)

Vi du 1.2.1

Cho p € (0,+00), dinh nghia f : R — R béi f(z) := % Ta tinh
f*. Cho E = R, ta ¢6 E* = R. V6i m6i z* € R ¢6 dinh, dat o(x) :=
r*r — f(z). Hum ¢ : R — R la ham 16m (nghia 1a —¢ la ham 16i)
va kha vi. Do d6, ¢ c6 mot cuc dai duy nhat zp théa man ¢ (zy) =
0, tic 1a 2* — sgn(zo)|xe[P~! = 0. Ta suy ra
|z* |1 11

, trong d6 — + — = 1.
q

f1 (&%) = (o) = ’

Nhu vay, trong trudng hop nay, bat dang thitc Young(1.3) chi 1a bat
dang thitc Young cd dién cho céac s6 thuc:
P e

r¥r < +
p q
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Meénh dé 1.2.1
Néu f : E — R, thi cdc phdt biéu dudi day ding :

(a) f* la ham 101 niia lién tuc dudi.

(b) Néu domf # @, thy f*(x*) > —o0 vdi moi z* € E*.

(c) Néu f la ham chinh thuong, 16i va nia lien tuc dudi, thi f* la ham
chinh thuong, 101 va nia lien tuc dudi.

Chtng minh

(a) D& dang thay rang f* 16i. Dé chitng minh khang dinh thit hai, chi y
rang v6i moi x € E, cac ham 86 ¢, (z*) := (z*,z) — f(x),2* € E* lien
tuc, va nhu vay f* = sup,cp ¢» la nta lién tuc dudi.

(b) Hién nhién.

(c) B6i vi f 1a ham chinh thuong, ta c6 A(f) # @. Do d6, ton tai z* €
E* va ¢ € R sao cho (2%, x) + ¢ < f(x), v6i cho méi x € E. T dé suy
ra

fi(@®) = igg((x*,s@ — f(2)) < —¢ < +o0.

Do do6 z* € dom f*. ]
Chog: E* — R, ham lién hop g E— R duge dinh nghia tuong tu
bai
(@)= sup ((a",a) = gla")).a € E.
Bay gis gia st f : E — R. V6i ¢ := f*, ta c¢6 ham song lién hop
f*:E— R cua f:

f*(x) = sug ((x*,z) — f*(2")),x € E.
rrel®
Dinh Iy 1.2.1
Cho f: E — R.

8
S6 héa boi Trung tam Hoc liéu — Dai hoc Thdi Nguyén http://'www.lrc-tnu.edu.vn



(a) Ta co f*=f" < f.

(b) Néu f la ham chinh thuong, thi f** = f néu va chi néu f la loi va
niva lien tuc dudr.

Chtng minh

(a) Ro rang fU' < f. Ta chi ra rang f** = f'. V6i 2* € E* va c € R, ta

cO

(", 2y +c < f(x),Ve e E < f*(a") = 216111;)((x*,x> — f(z)) < —c.

Nhu vay,
fH(x) =sup {(z*,2) +c|lz* € E,c € R,c < —f*(z%)} (1.4)
Néu f*(z*) > —oo,Va* € E*, thi
fH (=) o sup { (", ) — f*(2")|a" € E'} = [7(x),Vr € E
Néu f*(z*) = —oo véi z* nao dé thuoe E*, thi
fH(z) = +o00 = f*(2),Vz € E.

(b) Dugc suy ra tit (a) vd ménh dé 1.1.1. O

Vi duy 1.2.2

Cho ham chi §4 ctia mot tap hop con khac rong A cua E. Ta c¢é
Oy(x*) = oa(x™),Va* € £,

Trong d6 64 : E* — R 1a ham tua cia A. Néu E 1a khong gian vécto

dinh chuan v A = By (hinh cau don vi déng trong E), thi

0p, (z%) = op,(2") = sup (z*,x) = ||z7||, V2" € E".
Izl <1

Vi du 1.2.3
Cho E la mot khong gian vécto dinh chuan va f(z) = ||z||,z € E.
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