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Lêi c¶m ¬n

Trong qu¸ tr×nh häc tËp vµ thùc hiÖn luËn v¨n, t«i ®� nhËn ®−îc sù d¹y b¶o

tËn t×nh cña c¸c thÇy c« gi¸o ë tr−êng §HSP-§HTN, ViÖn To¸n häc. §Æc

biÖt lµ sù chØ b¶o, h−íng dÉn trùc tiÕp cña thÇy gi¸o TS. Hµ TrÇn Ph−¬ng.

T«i xin bµy tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c ®Õn thÇy ®� tËn t×nh h−íng dÉn vµ t¹o

®iÒu kiÖn thuËn lîi ®Ó t«i hoµn thµnh luËn v¨n. T«i xin ch©n thµnh c¶m ¬n

Ban Gi¸m hiÖu tr−êng §HSP-§HTN, c¸c thÇy c« trong khoa To¸n tr−êng

§HSP-§HTN, c¸c thÇy ë ViÖn To¸n ®� t¹o ®iÒu kiÖn thuËn lîi nhÊt ®Ó t«i

hoµn thµnh ®−îc luËn v¨n nµy. LuËn v¨n ch¾c ch¾n kh«ng tr¸nh khái nhiÒu

thiÕu sãt, rÊt mong ®−îc c¸c thµy c« vµ c¸c b¹n quan t©m, ®ãng gãp ®Ó

b¶n luËn v¨n ®−îc hoµn chØnh h¬n.

T¸c gi¶

D−¬ng ThÞ Hång
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Më ®Çu

N¨m 1926, R. Nevanlinna ®� chøng minh: Cho hai hµm ph©n h×nh f vµ g.

NÕu tån t¹i n¨m gi¸ trÞ ph©n biÖt a1, a2, . . . , a5 ∈ C = C ∪ {∞} sao cho

f−1(aj) = g−1(aj) víi mäi j = 1, 2, . . . , 5

th× f ≡ g. KÕt qu¶ nµy cho thÊy: mét hµm ph©n h×nh phøc ®−îc x¸c ®Þnh

mét c¸ch duy nhÊt bëi ¶nh ng−îc, kh«ng kÓ béi, cña n¨m gi¸ trÞ ph©n biÖt.

C«ng tr×nh nµy cña ¤ng ®−îc xem nh− khëi nguån cho viÖc nghiªn cøu sù

x¸c ®Þnh cña c¸c hµm hay ¸nh x¹ ph©n h×nh th«ng qua ¶nh ng−îc cña mét

tËp h÷u h¹n. VÊn ®Ò nµy ®� thu hót ®−îc sù quan t©m rÊt nhiÒu nhµ to¸n

häc trªn thÕ giíi: H. Fujimoto, W. Stoll, L. Smiley, M. Ru, Z. Tu, C. C.

Yang, G. Frank, M. Reinders, . . . vµ thu ®−îc nhiÒu kÕt qu¶ quan träng.

Cho hai hµm ph©n h×nh kh¸c h»ng f, g. Ta kÝ hiÖu E(a, f) lµ tËp c¸c

kh«ng ®iÓm cña f(z)− a, kÓ c¶ béi vµ E(a, f) lµ tËp c¸c kh«ng ®iÓm cña

f(z)−a, kh«ng kÓ béi. Ta nãi hai hµm f, g chung nhau gi¸ trÞ a IM (CM)

nÕu E(a, f) = E(a, g) (t−¬ng øng E(a, f) = E(a, g)). VÊn ®Ò ®Æt ra lµ

khi hai hµm ph©n h×nh cïng víi ®¹o hµm cña chóng chung nhau mét (hay

mét sè) gi¸ trÞ th× cã quan hÖ víi nhau nh− thÕ nµo.

N¨m 1997, C.C Yang vµ H. X. Hua ([7]) ®� chøng minh mét kÕt qu¶

®Çu tiªn vÒ hµm nguyªn chung nhau mét gi¸ trÞ. C¸c t¸c gi¶ ®� chøng minh:

Cho hai hµm nguyªn kh¸c h»ng f, g vµ mét sè nguyªn n � 7. NÕu fnf ′

vµ gng′ chung nhau gi¸ trÞ 1 CM th× f = dg víi mét bé duy nhÊt gåm

(n + 1) gi¸ trÞ d hoÆc g(z) = c1e
cz, f(z) = c2e

−cz, trong ®ã c1, c2 vµ c

lµ c¸c h»ng sè tháa m2n (c1c2)
n+1c2 = −1. Tõ ®ã ®Õn nay c¸c kÕt qu¶

cña vÊn ®Ò nµy ®� ®−îc xem xÐt bëi nhiÒu nhµ to¸n häc: n¨m 2000, Y. Xu

vµ H. L. Qiu ([6]) ®� xem xÐt l¹i kÕt qu¶ cña Yang-Hua trong tr−êng hîp

chung nhau gi¸ trÞ 1 IM, n¨m 2002, M. L Fang ([2]) më réng kÕt qu¶ cña

Yang-Hua cho ®¹o hµm bËc k. N¨m 2008, J. F. Chen ®� më réng c¸c kÕt

qu¶ cña Xu-Qiu vµ Fang. GÇn ®©y, L. Xiuquing vµ L. Weichuan ([5]) ®�
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chøng minh mét sè kÕt qu¶ vÒ hµm nguyªn chung nhau mét gi¸ trÞ.

LuËn v¨n “TÝnh duy nhÊt cña hµm nguyªn víi ®¹o hµm chung nhau

mét gi¸ trÞ” lµ mét trong nh÷ng nghiªn cøu theo h−íng trªn. Môc ®Ých

chÝnh cña luËn v¨n lµ tr×nh bµy mét sè kÕt qu¶ nghiªn cøu vÒ sù duy nhÊt

cña hµm nguyªn víi ®¹o hµm bËc k cã chung nhau mét gi¸ trÞ. LuËn v¨n

gåm hai ch−¬ng:

Ch−¬ng 1: Mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n trong lý thuyÕt ph©n bè gi¸ trÞ.

Trong ch−¬ng nµy, chóng t«i tr×nh bµy nh÷ng kiÕn thøc c¬ së trong lý thuyÕt

Nevanlinna cho c¸c hµm ph©n h×nh, cÇn thiÕt cho viÖc chøng minh nh÷ng

kÕt qu¶ trong ch−¬ng 2.

Ch−¬ng 2: TÝnh duy nhÊt cña hµm nguyªn víi ®¹o hµm chung nhau

mét gi¸ trÞ. §©y lµ ch−¬ng chÝnh cña luËn v¨n, chóng t«i tr×nh bµy l¹i kÕt

qu¶ nghiªn cøu cña L. Xiuquing vµ L. Weichuan ®−îc c«ng bè [5].
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Ch−¬ng 1

Mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n trong lý
thuyÕt ph©n bè gi¸ trÞ

1.1 C¸c hµm ®Æc tr−ng vµ tÝnh chÊt

Tr−íc hÕt ta nh¾c l¹i mét sè kh¸i niÖm vÒ hµm nguyªn vµ hµm ph©n h×nh.

Cho f lµ mét hµm x¸c ®Þnh trªn mÆt ph¼ng phøc C, lÊy gi¸ trÞ trªn C,
D ⊂ C lµ mét miÒn. Ta nãi f chØnh h×nh t¹i z0 ∈ D nÕu tån t¹i mét l©n

cËn U ⊂ D cña z0 sao cho

f(z) =
∞∑

n=0

cn(z − z0)n

víi mäi z ∈ U , trong ®ã cn ∈ C lµ c¸c h»ng sè. Hµm f(z) ®−îc gäi lµ

chØnh h×nh trªn D nÕu nã chØnh h×nh t¹i mäi z ∈ D.

Hµm f(z) ®−îc gäi lµ hµm ph©n h×nh trong miÒn D ⊂ C nÕu nã chØnh

h×nh trong miÒn D, trõ ra mét sè c¸c ®iÓm bÊt th−êng cùc ®iÓm.

Hµm f(z) ®−îc gäi lµ hµm nguyªn nÕu nã chØnh h×nh trong toµn mÆt

ph¼ng phøc C; f(z) ®−îc gäi lµ hµm ph©n h×nh nÕu nã ph©n h×nh trªn C.
DÔ thÊy, nÕu f(z) lµ hµm ph©n h×nh trªn D th× trong mçi l©n cËn cña

z ∈ D hµm f(z) biÓu diÔn ®−îc d−íi d¹ng th−¬ng cña hai hµm chØnh h×nh.

Ta nh¾c l¹i, ®iÓm z0 ®−îc gäi lµ 0−®iÓm cÊp m � 0 cña hµm f(z) nÕu

trong l©n cËn cña z0, hµm f(z) cã biÓu diÔn f(z) = (z − z0)m.h(z), trong

®ã h(z) chØnh h×nh trong l©n cËn cña z0 vµ h(z0) 
= 0. §iÓm z0 ®−îc gäi

lµ cùc ®iÓm cÊp m � 0 cña hµm f(z) nÕu z0 lµ 0−®iÓm cÊp m cña hµm
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1

f(z)
. Víi hµm ph©n h×nh f , ta kÝ hiÖu

ordfz0 =




m nÕu z0 lµ 0−®iÓm cÊp m cña f(z)
0 nÕu f(z0) 
= 0,∞
−m nÕu z0 lµ cùc ®iÓm cÊp m cña f(z).

DÕ thÊy, nÕu f(z) lµ hµm ph©n h×nh trªn D th× f ′(z) còng lµ hµm ph©n

h×nh trªn D. Hµm f(z) vµ f ′(z) cã cïng cùc ®iÓm, ®ång thêi, nÕu z0 lµ

cùc ®iÓm cÊp m � 0 cña f(z) th× nã lµ cùc ®iÓm cÊp m + 1 cña f ′(z).

H¬n n÷a, hµm f(z) cã kh«ng qu¸ ®Õm ®−îc c¸c cùc ®iÓm trªn D.

B©y giê ta ®Þnh nghÜa hµm ®Õm, hµm xÊp xØ vµ hµm ®Æc tr−ng Nevanlinna

cña mét hµm ph©n h×nh. Víi mçi sè thùc d−¬ng x ∈ R∗+, kÝ hiÖu

log+ x =

{
log x nÕu x � 1
0 nÕu x < 1.

= max{log x, 0}.

DÔ thÊy log x = log+x− log+ 1x .

§Þnh nghÜa 1.1.1. Cho f lµ mét hµm ph©n h×nh trªn C. Hµm

m (R, f) =
1

2π

2π∫

0

log+
∣∣f
(
Reiϕ

)∣∣ dϕ

®−îc gäi lµ hµm xÊp xØ cña hµm ph©n h×nh f .

Ta biÕt, víi hµm ph©n h×nh f : C −→ C, víi mét sè thùc R > 0 ta cã:

log |f(Reiϕ)| = log+ |f(Reiϕ)| − log+
1

|f(Reiϕ)|
nªn

1

2π

2π∫

0

log
∣∣f
(
Reiϕ

)∣∣dϕ = m(R, f)−m(R, 1/f).

KÝ hiÖu n(t, f) lµ sè cùc ®iÓm kÓ c¶ béi cña hµm f(z) trong ®Üa {|z| < t}
vµ n(0, f) = lim

t−→0
n(t, f).
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MÖnh ®Ò 1.1.2. Cho f lµ hµm ph©n h×nh vµ R lµ mét sè thùc d−¬ng. NÕu

f(0) 
= ∞ th×

R∫

0

log
R

t
dn (t, f) =

N∑

ν=1

log

∣∣∣∣
R

bν

∣∣∣∣,

trong ®ã bν , ν = 1, 2, . . . , N, lµ c¸c cùc ®iÓm cña hµm f trong ®Üa

{|z| < R} .

Chøng minh. Tr−íc hÕt, b»ng ph−¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn ta cã:

R∫

0

log
R

t
dn (t, f) = log

R

t
.n (t, f)

∣∣∣∣
R

0

−
R∫

0

n (t, f) d log
R

t

=

R∫

0

n (t, f)
dt

t
.

Do hµm f chØ cã h÷u h¹n cùc ®iÓm trong {|z| < R} nªn hµm n(t, f)

chØ nhËn mét sè h÷u h¹n gi¸ trÞ nguyªn kh«ng ©m vµ t¨ng theo t. Gäi

r1, r2, . . . , rn−1 ∈ {|bν |, ν = 1, . . . , N} vµ r0, rn lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m

sao cho 0 = r0 < r1 < r2 < · · · < rn−1 < rn = R vµ trªn mçi h×nh vµnh

kh¨n {rj < |z| < rj+1} hµm n(t, f) kh«ng ®æi. Khi ®ã

R∫

0

n (t, f)
dt

t
=

r1∫

r0

n (t, f)
dt

t
+

r2∫

r1

n (t, f)
dt

t
+ ...+

rn∫

rn−1

n (t, f)
dt

t
.

Gi¶ sö

n(t, f) =





0 nÕu t � r1
α1 nÕu r1 < t � r2
. . .
αn−1 = N nÕu rn−1 < t � rn = R.
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Khi ®ã ta cã

R∫

0

n(t, f)
dt

t
=

r1∫

r0

0.
dt

t
+

r2∫

r1

α1.
dt

t
+ · · ·+

rn∫

rn−1

αn−1.
dt

t

= α1 log t
∣∣∣
r2

r1
+ α2 log t

∣∣∣
r3

r2
+ ...+ αn−1 log t

∣∣∣
R

rn−1

=
N∑

ν=1

log
R

rν
=

N∑

ν=1

log
R

|bν |
.

MÖnh ®Ò ®−îc chøng minh

§Þnh nghÜa 1.1.3. Hµm N (R, f) =
N∑
ν=1

log R
|bν | ®−îc gäi lµ hµm ®Õm (cßn

gäi lµ hµm ®Õm t¹i c¸c cùc ®iÓm) cña hµm f . Hµm

T (R, f) = m (R, f) +N (R, f)

®−îc gäi lµ hµm ®Æc tr−ng cña hµm f (cßn ®−îc gäi lµ hµm ®Æc tr−ng

Nevanlinna).

B©y giê ta xem xÐt mét sè tÝnh chÊt cña c¸c hµm ®Õm, xÊp xØ vµ hµm

®Æc tr−ng. Sö dông tÝnh chÊt

log+

∣∣∣∣∣
K∏

i=1

ai

∣∣∣∣∣ �
K∑

i=1

log+ |ai|

vµ

log+

∣∣∣∣∣
K∑

i=1

ai

∣∣∣∣∣ � log+
(
K max

1�i�K
{|ai|}

)
�

K∑

i=1

log+ |ai|+ logK,

víi a1, . . . , aK lµ c¸c sè phøc, ¸p dông cho c¸c hµm ph©n h×nh fj ,

j = 1, . . . , p, ta thu ®−îc:


