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Mo dau

Nam 1926, R. Nevanlinna da ching minh: Cho hai ham phdn hinh f va g.

Néu ton tai nam gid tri phdn biét ay, as, . .., a5 € C = C U {0} sao cho
fHaj) =g a;) véimoij=1,2,...,5

thi f = ¢g. Két qua nay cho thdy: mdt ham phan hinh phitc dugc xac dinh
mot cach duy nhét bdi anh nguoc, khong ké boi, clia nam gid tri phan biét.
Cong trinh nay ctia Ong duoc xem nhu khéi ngudn cho viéc nghién ctu su
xac dinh cua cdc ham hay anh xa phan hinh thong qua anh nguoc cua mot
tap hitu han. Van dé nay da thu hit duoc su quan tam rat nhiéu nha todn
hoc trén thé gi6i: H. Fujimoto, W. Stoll, L. Smiley, M. Ru, Z. Tu, C. C.
Yang, G. Frank, M. Reinders, ... va thu duoc nhiéu két qua quan trong.

Cho hai ham phan hinh khdc hiang f,g. Ta ki hiéu E(a, f) 1a tap céc
khong diém ctia f(2) — a, ké ca boi va E(a, f) 1a tap cac khong diém cta
f(2) — a, khong ké boi. Ta néi hai ham f, g chung nhau gid tri a IM (CM)
néu E(a, f) = E(a, g) (twong ting E(a, f) = E(a,g)). Vin dé dat ra 1a
khi hai ham phan hinh cung v6i dao ham cua ching chung nhau mot (hay
mot sO) gia tri thi ¢c6 quan hé v6i nhau nhu thé€ nao.

Nam 1997, C.C Yang va H. X. Hua ([7]) da ching minh mot két qua
dau tién vé ham nguyén chung nhau mot gia tri. Cac tac gia da chiing minh:
Cho hai ham nguyén khdc hang f, g va mot s6 nguyén n > 7. Néu f"f'
va g"g' chung nhau gid tri 1 CM thi f = dg véi mot bo duy nhdt gom
(n + 1) gid tri d hodc g(z) = c1e%, f(z) = coe™ %, trong dob cy1, ¢y va ¢

la cdc hdng s6 théa man (cico)™ic?

= —1. Tu d6 dén nay cac két qua
ctia van dé nay da dugc xem xét boi nhi€u nha todn hoc: nam 2000, Y. Xu
va H. L. Qiu ([6]) da xem xét lai két qua ciia Yang-Hua trong truong hop
chung nhau gia tri 1 IM, nam 2002, M. L Fang ([2]) m& rong két qua cua
Yang-Hua cho dao ham bac k. Nam 2008, J. E. Chen da m¢& rong cac két

qua cta Xu-Qiu va Fang. Gan day, L. Xiuquing va L. Weichuan ([5]) da
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chiing minh mot s6 két qua vé ham nguyén chung nhau mot gia tri.

Luan vin “Tinh duy nhat cua ham nguyén vé6i dao ham chung nhau
mot gia tri” 1a mot trong nhiing nghién cttu theo huéng trén. Muc dich
chinh cta luan van la trinh bay mot s6 két qua nghién citu vé su duy nhat
ctia ham nguyén vGi dao ham bac k£ c6 chung nhau mot gia tri. Luan van
gbém hai chuong:

Chuong 1: Mot s6 kién thitc co bdn trong 1y thuyét phdn bo" gid tri.
Trong chuong nay, ching t6i trinh bay nhitng kién thiic co s& trong ly thuyét
Nevanlinna cho cdc ham phan hinh, can thiét cho viéc chiing minh nhiing
két qua trong chuong 2.

Chuong 2: Tinh duy nhdt cia ham nguyén véi dao ham chung nhau
mot gid tri. Pay la chuong chinh clia luan van, chdng toi trinh bay lai két

qua nghién ctu cua L. Xiuquing va L. Weichuan dugc cong bo [5].



Chuong 1

Mot so kién thiic co ban trong ly
thuyét phan bo gia tri

1.1 Cac ham dac trung va tinh chat

Trudc hét ta nhic lai mot s6 khai niém vé ham nguyén va ham phan hinh.
Cho f 1a mot ham xdc dinh trén mat phing phic C, 1dy gia tri tréen C,
D C C l1a mot mién. Ta néi f chinh hinh tai zo € D néu ton tai mot lan

can U C D cua z sao cho

o0
g cn(z — 20)"

n=0

véi moi z € U, trong d6 ¢, € C la céc hiang s6. Ham f(z) dugc goi la
chinh hinh trén D néu né chinh hinh tai moi z € D.

Ham f(z) duoc goi 1a ham phdn hinh trong mién D C C néu né chinh
hinh trong mién D, trltr ra mot s6 cdc diém bat thuong cuc diém.

Ham f(z) duogc goi 1a ham nguyén néu né chinh hinh trong toan mat
phéng phic C; f(z) dugc goi l1a ham phdn hinh néu n6 phan hinh trén C.

Dé thdy, néu f(z) 1a ham phan hinh trén D thi trong mdi lan can cta
z € D ham f(z) biéu dién dugc dudi dang thuong cta hai ham chinh hinh.

Ta nhic lai, diém 2y dugc goi 1a 0—diém cap m > 0 cha ham f(z) néu
trong 1an can cla zy, ham f(z) c6 bi€u dién f(z) = (z — z9)™.h(2), trong
d6 h(z) chinh hinh trong lan can cta 2y va h(z) # 0. Diém 2y duoc goi

1a cuc diém cdp m > 0 cua ham f(z) néu 2 1a 0—diém cép m cua ham
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. V6i ham phan hinh f, ta ki hiéu
f(2)
m néu zg 12 0—diém cép m cla f(z)
ordszg = ¢ 0 néu f(z) # 0,00
—m  néu zj 1a cuc diém cap m cua f(z).

D€ thay, néu f(z) la ham phan hinh trén D thi f'(z) ciing 12 ham phan
hinh tréen D. Ham f(z) va f'(z) ¢6 cung cuc diém, dong thoi, néu zp 1a
cuc diém cdp m > 0 cta f(z) thi n6 1a cuc diém cap m + 1 cha f'(2).
Hon nita, ham f(z) c6 khong qua dém duge céc cuc diém trén D.

Bay gio ta dinh nghia ham dé€m, ham x4p xi va ham dac trung Nevanlinna
ctia mot ham phan hinh. V6i méi s6 thuc duong x € R*, ki hiéu

= max{log z, 0}.

logx néux>1
—+ _ =
log CLﬂ_{() néu r < 1.

+1
ol

Dé thdy log z = log*z — log

Dinh nghia 1.1.1. Cho f la mot ham phan hinh trén C. Ham

21
m(R.f) = o [og" | (Re')|d
0

duoc goi 1a ham xdp xi chia ham phan hinh f.

Ta biét, v6i ham phan hinh f : C — C, v6i mot s6 thuc R > 0 ta c6:
1

log ‘f(Relgo)‘ — log—i— ‘f(RelSD)| — log-i- W

27

o [og]s (Re) o = m(R. £) - m(R. 1/1).

0
Ki hiéu n(t, f) 1a s6 cuc diém ké ca boi clia ham f(z) trong dia {|z| < t}
va n(0, f) = th_r}n()n(t, f)-
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Ménh dé 1.1.2. Cho f la ham phdn hinh va R la mot s6 thuc duong. Néu

f(0) # oo thi
*. IR
[1ogan e.1) - > tog 7 |
trong dé b,,v = 1,2,...,N, la cdc cuc diém cua ham f trong dia
{lz] < R}.

Chitng minh. Truéc hét, bang phuong phdp tich phan timg phan ta c6:

R
— /n(t,f)dlog%
0

0

R
/ log “dn 1, f) = log " n ¢, )
0

‘ dt
0

Do ham f chi ¢6 hitu han cuc diém trong {|z| < R} nén ham n(t, f)
chi nhan mot s6 hitu han gid tri nguyén khong am va tang theo t. Goi
1,79, .« Tno1 € {|bu],v =1,..., N} va ro,r, la cdc s6 thuc khong am
sasocho0=rg<r; <re <---<r,_1 <r, =R vatrén méi hinh vanh
khan {r; < |z| < r;j11} ham n(t, f) khong doi. Khi d6

R 1 T r

dt dt dt ¢ dt
[renG=[aenTs [nenT ot [nenT
0 ro r1 Tp—1
Gia su
0 néut<nr
« nfur; <t<r
n(t, f) =< ' ’

p1 =N néur,;<t<r,=R.



Khi do ta cé

R Tn
dt dt
n(t, f al — —|— ozn_l.?
Tn—1
= oy + 0% )

—Zlog—

Ménh dé duoc ching minh H

N
Pinh nghia 1.1.3. Him N (R, f) = > log ﬁ duoc goi 1a ham dém (con
v=1 v

goi 12 hAm dém tai céc cuc di€ém) cta ham f. Ham

T (R, f)=m(R,f)+ N (R, f)

dugc goi 1a ham ddc trung cuia ham f (con duoc goi la ham dac trung

Nevanlinna).

Bay gio ta xem xét mot s6 tinh chat cia cac ham dém, xdp xi va ham
dac trung. St dung tinh chat

K
1L

1=1

log

K
< log” ail
=1

va
K K
log™ ;al < log™ (Klrélz}‘%{{‘al‘}) < ;by ;| + log K,
Véi ai,...,ax la cic s6 phic, d4p dung cho cidc ham phan hinh f;,

j=1,...,p, ta thu duoc:



