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Lo1 no1 dau

Cac khong gian to po sap thi tir bo phan noéi chung, khong gian metric,
dinh chuan sip thit tu bo phan noi rieng duge bat dau nghién cttu tit nhiing
nam 30 ctia thé ky truée, sau khi cac nha toan hoc phat hién ra ring tat
ca cac khong gian Banach co6 dién nhu cac khong gian LP, [P(1 < p < +00),
co, C(Q),... déu c6 mot thit ty bo phan ty nhién va cac thi ty nay 6 lien
hé chat ché v6i td6 po cia cac khong gian duge xét. T dé nay sinh mot
huéng nghién cttu 14 nghién citu cac dan Banach ma di dau 1a cac nha toan
hoc thudc truong phai Leningrad ( Lién x6 c¢@i) va cac nha toan hoc Phap,
M7, Nhat, Israel. Nghién cttu cac khong gian t6 p6 ¢6 mot thit tu bo phan
lien két phat hién ra nhiéu tinh chat hon 1& xét cac khong gian nay nhu
cac khong gian to po hoac cac khong gian dugce sap thi tu bo phan tach
biet. Cac nha toan hoc hang dau thé giéi nhu L.Kantorovich, S.Kakutani,
J.Lindenstrauss, M.Stone...da tng dung thanh cong cac két qui nghién
citu trong linh vue khong gian to po sap thit tu bo phan vao Iy thuyét biéu
dién cac toan tit, bicu dién cac khong gian ciing nhu cac linh vic ing dung
clia toan hoc nhu diéu khién kinh té va 1y thuyét tro choi. Cac nghién citu
gan day ve 1y thuyét diém bat dong trong cac khong gian metric sip thi
tu bo phan ciing thu dugc nhiéu két qua va dude tng dung vao 1y thuyét
cac phuong trinh vi phan va dao ham riéng. Ban luan van “Khoéng gian
t6 po sap thit tv boé phan va tng dung” nam trong huéng nghién citu
no6i tréen. Noi dung ctia ban luan vin gom:

- Loi néi dau.

- Chuong 1. Khéng gian Té6 pd va cac tap dudc sap thi tu:
Neéu cac dinh nghia co ban vé khong gian to po va cac tap dudc sap thi
tu bo phan. Chiing minh mot sé6 ménh dé lien he cac khai niém trit mat to
po va tru mat thi ty. Néu khai niém ham tién ich, néu phac thao chiing
minh hai dinh 1y ctia Debreu vé su ton tai cac biéu dién tién ich lién tuc
trong cac khong gian to po tua duge sap day du, kha ly t6 po va lién thong
cling nhu trong cac khong gian to po tua dudc sap day da thod man tién
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dé thit hai vé tinh dém ducc, néu cac to po dude xét 1a cac to po tu nhién
sinh bdi tua thit tu day di. Cac chitng minh nay suy ra tit mot dinh 1y ctia
Peleg (1970). Tu ligu ctia chuong nay cht yéu duge lay tit cong trinh [1]
cua Ghanshyam Mehta.

- Chuong 2. Khong gian Metric va sap thi tu bo phan; Cac
dinh 1y diém bat dong dang Caristi va Geraghty trong khong gian
Metric sidp thi tu bo phan va tng dung: Xét cac dinh Iy diem bat
dong trong cac khong gian metric sip thi tu bo phan, bao gom dinh 1y
Caristi v& cac md rong, dinh 1y Geraghty va cic md rong. Cac két qua cia
chuong 2 dudce tng dung dé chiing minh sy ton tai nghiém ctia mot bai
toan bién trong 1y thuyét phuong trinh dao ham rieng. Tac gid da trinh
bay lai phat biéu ciing nhu chiing minh ctia cac dinh 1§ trén theo sy linh
hoi ctia ban than, dong thoi ciing dua ra mot ching minh khac cia két
qué chinh trong bai bao [5] ctia céc tac gia M.E. Gordji, M.Ramezani, Y.J.
Cho, S. Pirbavata.

- Két luan.

- Tai liéu tham khao.

Tac gia chan thanh cam on thay huéng dan TS. Hoang Van Hung, Vién
Khoa hoc Co ban, Truong Dai hoc Hang hai Viét Nam vi da tan tinh huéng
dan tac gia trong sudt qua trinh chuan bi luan vin. Téac gia ciing xin chan
thanh cam on cac thay ¢6 thuoc Khoa Toan — Tin Dai hoc Khoa hoc, Dai
hoc Thai Nguyén vi da quan tam va tao diéu kién cho tac gid hoan thanh
chuong trinh hoc tap cao hoc cua trucng.

Thai Nguyén, thang 5 nam 2013
Tac gia

Nguyén Thi Dung
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Chuong 1

Khong gian T6 p6 va cac tap dudc
sap tha tu

Chuong nay liet ké cac khai niém va sy kién co ban vé khong gian to
po, cac tap dugce sap thit tu ciing nhu khong gian t6 po dude siap thi tur bo
phan. TAc gia chi dua ra chiing minh ctia cac sy kién quan trong nhat trong
Iy thuyét cac khong gian to6 po va cac tap dudc sip thi tu. Cac su kién
khac chi duge néu ra nhiam dam bao tinh hé théng ctia 1y thuyét khong
kem theo chiing minh.

1.1 Khong gian T6 po

Dinh nghia 1.1.1. Cho X la mdt tap nao d6. Mot t6 po trén X la
mot 16p 7 cac tap con clia X c¢6 céc tinh chat sau:

1) X thuoc 7 va () thuoc 7

2) Hop ctia mot ho tuy § céc tap thuoc 7 la thude 7 va giao clia mot
ho hitu han cac tap thudc 7 la thudc 7.

Mot tap X cung véi mot t6 po 7 trén X (ttc 1a mot cap (X, 7) ) goi la
mot khong gian to po. Moi tap thudc 7 goi 1a mot tap md (khi can chinh
xac ta sé goi mot tap thudc 7 la 7 -md).

Néu 7 va o 13 hai to po trén cling mot tap nén X va o C 7 thi ta ndi
7 min hon ¢ hay o tho hon 7.

Vi du:
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e Ldp tat cd cac tap con ciia mot tap X cho trude ro rang thod man hai
tinh chat 1) va 2) clia dinh nghia 1.1.1, do d6 16p nay la mot to po
trén X. T6 po nay min hon moi t6 po trén X. N6 goi la td po roi rac.
Moi tap con ctia X déu la md trong to po roi rac cltia X.

e Néu X da cho thi ho gom hai phan tit 7 = {0, X} 14 mot to po trén
X. To6 po nay tho hon moi to po tréen X va goi 1a to po tam thuong.

e Tap cac tap md trong mot khong gian metric tuy ¥ la mot t6 po trén
X. Do do6 cac khong gian metric la cac truong hop riéng ciua khong
gian t0 po. Khi dé cap dén to po clia mot khong gian metric (X, d)
ta luon xem to po dé 1a to po gom tat ca cac tap md cia X sinh bdi
metric d.

Dinh nghia 1.1.2. Gia st (X, 7) la mot khong gian t6 po va F' la mot
tap con cia X. Khi d6 tap F goi la dong trong X néu X\F 1a tap md.
Vay tap déng 1a cac tap con ctia X ma phan b clia né 1a mé.

Céac tap dong c6 tinh chat:

1) X va () 1a dong.

2") Giao ctia mot ho tuy y cac tap dong la dong. Hgp hitu han cia cac
tap dong la dong.

Dinh nghia 1.1.3. Gia st (X, 7) 14 mdt khong gian t6 po va x 14 mot
phan t1t clia X (ta sé goi cac phan tit clia X 14 céc diém ctia n6). Mot tap
mé ctia X chita  goi 1a mot 1an can clia . Mot diém z ctia X goi la mot
diem dinh ctia tap con A C X néu moi lan can clia z chita it nhat mot
diém cta A. Diém y ctia X goi 1a mot diém gisi han ctia A néu trong moi
lan can cta y tim dude it nhat mot diém x ciia A sao cho = khac y. Tap
tat cd cac diém dinh ctia tap con A clia X goi la bao déng ciia A, k¥ hieu
A.

Ta co:

i) A dong <> A = A.

ii) A la tap dong bé nhat clia X chita A.

iii) B mS «» B la lan can cuia moi © € B <> Vo € B,3tap mé V, C B
sao cho z € V.

Dinh nghia 1.1.4. Tap con A ciia khong gian t0 po (X, 7) duge goi
13 trit mat trong tap con B ctia X néu A O B. Néu X c6 mot tap con A
khong qua dém duge trit mat trong X thi khong gian t6 po (X, 7) goi 1a
kha ly.

786 héa boi Trung tam Hoc liéu — Pai hoc Thdi Nguyén http://www.lrc-tnu.edu.vn



Vi du: Khong gian metric R v6i metric sinh béi tri tuyét doi 14 khong
gian kha ly. Khi dé cap dén khong gian R nhu mot khong gian t6 po véi
to po sinh bdi metric tri tuyét doi ta sé noi 1a khong gian R dudc trang bi
t6 po thong thuong.

1.2 Cd sé ctia mot t6 po. Cac tién dé ve tinh
dém dudc

Dinh nghia 1.2.1. Cho (X, 7) 1a mot khong gian t6 p6. Tap con B
ciia 7 duge goi 1a mot co s6 clia to pé T néu moi tap ma trong to pod T bicu
dién duge dudi dang hgp (hitu han hoéc vo han) ctia cac tap thuoc B.

Vi du: Tap cac hinh cau mé (véi tam tai mot diém tuy y va ban kinh
tuy y) trong mot khong gian metric X 14 mot co sd clia t6 pdo gom tat ca
cac tap mé trong X.

Mot co sé B clia to po 7 trén tap X c6 cac tinh chat sau:

)Vee X, 3G e B:x € G.

2) Néu x dugc chita trong giao ctia hai tap Gp, G thudc B thi ton tai
tap G thudc B sao cho x € G C G1 N Go.

Ngudgc lai moi ho B cac tap con clia mot tap X c¢6 hai tinh chat néu
trén déu 1a mot co sé clia to pd 7 gom tat ca cac tap con ctia X biéu dién
dugce dudi dang hgp ciia mot ho con nao dé cua B. To6 po nay goi la to po
sinh béi B. Néu A 1a ho céc tap con ciia X c¢6 tinh chat hop ciia cac tap
thuoc A bang X thi tap B cic tap con ctia X nhan dugc ti cac tap cta A
bdi mot s6 hitu han cac phép giao thod man ca hai tinh chat 1), 2). Do do6
A dudc goi 1d mot tien co sé ciia t6 po sinh béi B .

Dinh nghia 1.2.2. Khong gian t0 po (X, 7) goi 1a thod man tien deé
th hai vé tinh dém dugc néu to6 po 7 ¢c6 mot co sé B khong qua dém duge.

Nhan xét: Moi khong gian t6 po thod man tién dé thi hai vé tinh
dém dugc deu kha ly.
D6i v6i khong gian metric ta co:
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Meénh dé 1.2.1. Néu khong gian metric (X, d)kha ly thi khong gian
t6 po X v6i to po 1a cac tap mé trong X thod man tién dé thia hai vé tinh
dém dugc.

Chitng minh. Gia st A = {x1,23,...,T,,...} 1& mot tap khong qua dém
duge tru mat trong X. Goi B 1a tap tat cd cac hinh cau mé B(x,;1/m)
c6 tam tai cdc diem x, clia A va ban kinh 1/m ( m 1 s6 nguyén duong,
m va n bién thien doc lap). Ro rang B 1a tap dém duge. Gia st G 13 mot
tap md clia X va x 13 mot diém tuy § cia G . Goi r = 1/m ( m 1a sb
nguyeén duong) 1a s6 sao cho hinh cau mé B(x;2r)nam trong G . Vi A
trit mat trong X nén ton tai mot diém z; ndo dé ctia A thude hinh cau
mé B(z;r) C B(x;2r) C G . R6 rang khi d6 @ € B(xj;r) . Hinh cau mé
B(z;;r) ndm trong G, bdi vi tt bat dang thiic tam giac dbi véi metric trén
X ta suy ra B(z;;r) C B(x;2r) . Nhu vay, v6i moi 2 thuoc G ton tai mot
hinh cau mé B(z;;7) thude ho B sao cho x € B(zj;7) C G. Theo tien de
chon, ton tai mot anh xa don tri f : G — B sao cho x € f(x) C G v6i moi
reG . Tudétaco: GC | flx) CG.

re@G
Vay G = |J f(x). Vi mdi f(z) la mot phan tt ctia B nén ta suy ra B
ze@G
14 mot co s clia tO6 po gom tat cd cac tap mé cia X. O

Dinh nghia 1.2.3. Cho khong gian t6 po (X, 7). Mot ho U cac lan
can clia diém =z € X dudc goi 1a mot co sé lan can clia z néu véi moi lan
can G cta x déu tim dudge mot phan tt U ctia ho U sao cho U C G.

Khong gian t6 po (X, 7) goi 1a thod man tien dé thi nhat vé tinh dém
duge néu moi diem z € X déu ¢6 mot ¢o sé lan can dém duge.

Meénh dé 1.2.2. Moi khong gian metric déu thoa méan tién dé thit nhat
ve tinh dém dugc.

Ching minh. Néu z 13 mot diém ciia khong gian metric X thi ho lan can
clia x gom cac hinh cau mé B(z;1/n) (n la s6 nguyén duong) lap thanh
mot co sé 1an can dém ducce clia . ]

Dinh nghia 1.2.4. Cho khong gian t6 po (X, 7). Ho cic tap con
(Ua)pey cia X goi 1a mot phit cia X néu |J U, = X. Néu moi U, déu mé
acl
thi phu (U,),c; goi la mot phit mé cia X.
Meénh dé 1.2.3. Néu (X, 7) 1a khong gian t6 po thod man tien dé thi
hai vé tinh dém dugc thi tit moi phiit mé ctia X déu c6 thé trich ra mot
pht con khong qua dém dugc.
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Chitng minh. Gia st B = (G,,) 1a mot co s6 dém dugce clia t6 po T gom cac
tap mé (G,,) va (Uy),c; 1a mot phtt ctia X. V6i mbi x € X ton tai mot tap
mé U, cta pht (Uy),; sao cho x € U,. Vi B la mot co s6 cia t6 pod 7 thi
ton tai tap md G () sao cho x € G,y C U, (*). R6 rang ho (Gy)) 1a ho
con cliia B nén ho nay khong qua dém dudc. Vi moi tap G (e €O thé c6
nhiéu tap U, thod man (*) nhung theo tién dé chon, ton tai 4nh xa don
tri £t ho(G(y)) vao phit (Uy),e; thod man x € Gy C Uy = f(Gy)
v6i moi x thude X. R6 rang ho ( f (Gn(x))) 14 mot phi con khong qua dém

dugc ctia phit (Uy),e; b6 Vi X € U f(Gr))- O
reX

Dinh nghia 1.2.5. Khong gian to6 po (X, 7) goi 1a liéen thong néu ngoai
tap 0 va X trong X khong con tap con ndo khac c6 tinh chat vita mé vira
dong.

Vi du: Duong thang thuc R véi to po thong thudng 1a lien thong.

Ménh dé 1.2.4.Néu (X, 7) la mot khong gian t6 po va Y 1a mot tap
con ctia X thi ho 7y gom tat ca cac tap dang G NY, trong d6 G 1a mot
tap mo tuy ¥ thudc ho 7, 1a mot t6 po trén Y.

Dinh nghia 1.2.6. Khong gian t6 po (Y, 7y) goi 1a khong gian con cta
khong gian t6 po (X, 7).

Ménh dé 1.2.5. Cac khoang ctia dudng thing thuc R véi to po
thong thuong la cac khong gian con lién thong cua R va nguge lai, moi
khong gian con lién thong cia R phai la mot trong cac khoang dang
(a;b), [a;b), (a;b], [a;b] (a c6 thé bang —oo, b c6 thé bang +00).

1.3 Cac tién de vé tinh tach dudc

Dinh nghia 1.3.1. Khong gian to po X dudc goi 1a thod man tién dé
thit nhat vé tinh tach dugc hay T) — khong gian néu vé6i hai diem phan biét
bat ky x,y clia X ton tai mot lan can U, cia x khong chita y va mot lan
can U, cua y khong chita x.

Meénh dé 1.3.1. Khong gian t6 po X 1a Tj— khong gian khi va chi khi
moi tap gom chi mot diém 1a dong.
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