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MỞ ĐẦU

I. Lý do chọn đề tài

Khái niệm phạm trù monoidal hay tensor phạm trù được đề xuất bởi S. Mac

Lane [29], J. Bénabou [51] vào năm 1963. Mỗi phạm trù monoidal là một tựa vị

nhóm, trong đó tập nền C được thay thế bởi một phạm trù và phép toán nhân

m : C × C → C được thay thế bởi một hàm tử. Trong [29], S. Mac Lane đã đưa

ra điều kiện đủ cho tính khớp của các ràng buộc tự nhiên của một phạm trù

monoidal; và điều kiện đủ cho tính khớp của lớp phạm trù monoidal đối xứng,

tức là một phạm trù monoidal có thêm ràng buộc giao hoán. Bài toán khớp cho

lớp phạm trù monoidal thường được suy ra từ một kết quả mạnh hơn: mỗi phạm

trù monoidal đều tương đương với một phạm trù monoidal chặt chẽ, tức là một

phạm trù monoidal có các ràng buộc đều là những phép đồng nhất. Kết quả này

đã được chứng minh bởi một vài tác giả như N. D. Thuận [50], C. Kassel [23],

P. Schauenburg [48].

Việc xem xét các mối liên hệ phụ thuộc của một số tiên đề trong hệ tiên đề

của một phạm trù monoidal đối xứng đã được G. M. Kelly trình bày trong [26].

Sau này, S. Kasangian và F. Rossi đã xem xét thêm một số mối liên hệ về tính

đối xứng trong một phạm trù monoidal [24].

Phạm trù monoidal được "mịn hóa" để trở thành phạm trù với cấu trúc

nhóm, khi bổ sung thêm khái niệm vật khả nghịch (Xem M. L. Laplaza [28], N.

Saavedra Rivano [54]). Bây giờ, nếu phạm trù nền là một groupoid (nghĩa là mọi

mũi tên đều đẳng cấu) thì ta được khái niệm monoidal category group-like (xem

A. Fröhlich và C. T. C. Wall [16]), hay Gr-category (xem H. X. Sính [55]), hay

nhóm phạm trù [6, 7, 8, 17], hoặc 2-nhóm [4, 12, 19] theo cách gọi gần đây. Các

Gr-phạm trù đã được phân lớp bởi nhóm đối đồng điều nhóm H3(G,A) (xem

[55]). Trong trường hợp nhóm phạm trù có thêm ràng buộc giao hoán, chúng ta

thu được khái niệm phạm trù Picard (Pic-phạm trù ) [55], hay nhóm phạm trù

đối xứng [5] hoặc 2-nhóm đối xứng [12, 19].

Tâm của phạm trù monoidal được giới thiệu bởi A. Joyal và R. Street, như là

sự khái quát hóa của khái niệm tâm của một vị nhóm. Tâm của một phạm trù

monoidal cung cấp một cấu trúc bện tự nhiên và tầm thường, đó là một tensor

phạm trù bện hay một phạm trù monoidal bện và nói chung không đối xứng. Sau

đó, tâm của phạm trù xuất hiện như một công cụ để nghiên cứu nhóm phạm
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trù [6] và nhóm phạm trù phân bậc [17]. Trong [11], A. Davydov đã nghiên cứu

về tâm đầy của một đại số trong phạm trù tâm của một phạm trù monoidal và

đã thiết lập bất biến Morita của xây dựng này bằng cách mở rộng nó đến các

phạm trù môđun. Tâm của phạm trù monoidal cũng xuất hiện trong bài toán

đối ngẫu của các phạm trù monoidal được đưa ra bởi S. Majid [32, 33].

Trong [20], A. Joyal và R. Street đã phân lớp các nhóm phạm trù bện bởi

phạm trù các hàm quadratic (dựa trên một kết quả của S. Eilenberg và S. Mac

Lane về sự biểu diễn hàm quadratic bởi nhóm đối đồng điều aben H3
ab(G,A)

[13, 14]). Trước đó, trường hợp nhóm phạm trù đối xứng (hay phạm trù Picard)

đã được phân lớp bởi H. X. Sính [55].

Tình huống tổng quát hơn đối với các nhóm phạm trù Picard được đưa ra

bởi A. Fröhlich và C. T. C. Wall với tên gọi nhóm phạm trù phân bậc [16] (sau

này, A. Cegarra và E. Khmaladze gọi là phạm trù Picard phân bậc [10]). Các

định lý phân lớp đồng luân cho các nhóm phạm trù phân bậc, các nhóm phạm

trù bện phân bậc, và trường hợp riêng của nó, các phạm trù Picard phân bậc đã

được trình bày theo thứ tự trong [17], [9], [10]. Từ mỗi phạm trù như vậy xuất

hiện một 3-đối chu trình theo một nghĩa nào đó mà mỗi lớp tương đẳng của các

phạm trù cùng loại là tương ứng với một lớp đối đồng điều chiều 3.

Các lớp phạm trù có hai cấu trúc monoidal đã thu hút được sự quan tâm

của nhiều tác giả. Năm 1972, M. L. Laplaza [27] đã nghiên cứu về lớp phạm trù

có tính phân phối. Kết quả chính của [27] là chứng minh định lý khớp cho lớp

phạm trù này. Sau đó, trong [16], A. Fröhlich và C. T. C. Wall đã đưa ra khái

niệm phạm trù tựa vành với chủ ý là đưa ra một hệ tiên đề mới gọn hơn của M.

L. Laplaza [27]. Hai khái niệm này là những hình thức hóa của phạm trù các

môđun trên một vành giao hoán.

Năm 1994, M. Kapranov và V. Voevodsky [25] đã bỏ đi những đòi hỏi trong hệ

tiên đề của M. L. Laplaza có liên quan đến ràng buộc giao hoán của phép nhân

và đưa ra tên gọi phạm trù vành cho lớp phạm trù này. Họ đã sử dụng phạm trù

của các không gian vectơ trên một trường K, cùng với tích tenxơ và tổng trực

tiếp để định nghĩa các 2-không gian vectơ trên K. Các phạm trù vành đã được

sử dụng như một công cụ để nghiên cứu các phương trình Zamolodchikov [25].

Để có được những mô tả về cấu trúc, cũng như để có thể phân lớp đối đồng

điều, N. T. Quang đã đưa ra khái niệm Ann-phạm trù [36], như một phạm trù

hóa khái niệm vành, với những đòi hỏi về tính khả nghịch của các vật và của các

mũi tên của phạm trù nền, tương tự như trường hợp của nhóm phạm trù (xem
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[6, 54, 55]). Những đòi hỏi bổ sung này cũng không phải quá đặc biệt, bởi vì nếu

P là một phạm trù Picard thì phạm trù End(P) các Pic-hàm tử trên P là một

Ann-phạm trù (xem N. T. Quang [45]), điều này đã được nhắc lại trong [19].

Mặt khác, mỗi Ann-phạm trù mạnh là một phạm trù vành [35]. Năm 2008, N.

T. Quang đã chứng minh được rằng mỗi lớp tương đẳng các Ann-phạm trù hoàn

toàn được xác định bởi ba bất biến: vành R, R−song môđun M và một phần tử

thuộc nhóm đối đồng điều Mac Lane H3
MaL(R,M) (xem [38]). Trường hợp chính

quy (ràng buộc đối xứng thỏa mãn điều kiện cX,X = id đối với mọi vật X) đã

được phân lớp bởi nhóm đối đồng điều Shukla H3
Sh(R,M) (xem [2]). Từ các kết

quả phân lớp của các Ann-phạm trù chính quy, Trần Phương Dung đã giải bài

toán về sự tồn tại và phân lớp các Ann-hàm tử giữa các Ann-phạm trù chính

quy [1]. Mỗi Ann-phạm trù được xem như một one-object của Gpd-categories

trong luận án của M. Dupont [12], hay như một one-point enrichments of SPC

của V. Schmitt [49].

Năm 2006, M. Jibladze và T. Pirashvili [22] đã đưa ra khái niệm vành phạm

trù với những sự sửa đổi từ hệ tiên đề của một Ann-phạm trù. Tuy nhiên, mối

liên hệ giữa hai hệ tiên đề của Ann-phạm trù và vành phạm trù như thế nào?

Hai lớp này có trùng nhau không, lớp này chứa lớp kia hay chúng chỉ giao nhau

một phần? Một vành phạm trù còn được gọi là một 2-vành theo cách gọi trong

[12, 19]. Năm 2010, các tác giả F. Huang, S. H. Chen, W. Chen và Z. J. Zheng đã

định nghĩa các 2-môđun trên các 2-vành và đưa ra sự biểu diễn của các 2-vành

[19].

Bên cạnh những kết quả đã có về Ann-phạm trù, chúng tôi thấy rằng vẫn còn

có những vấn đề liên quan tới Ann-phạm trù cần được nghiên cứu như: bài toán

tồn tại và phân lớp các Ann-hàm tử giữa các Ann-phạm trù trong trường hợp

tổng quát, mối liên hệ giữa Ann-phạm trù và vành phạm trù, tính bện trong lớp

Ann-phạm trù,... Vì vậy, chúng tôi viết luận án với tiêu đề: "Phân lớp đối đồng

điều các Ann-hàm tử và các Ann-phạm trù bện" để giải quyết những vấn đề nêu

trên.

II. Mục đích nghiên cứu

Mục đích nghiên cứu của luận án bao gồm: sử dụng đối đồng điều vành của

Mac Lane để nghiên cứu các Ann-hàm tử, xây dựng Ann-phạm trù cảm sinh

bởi một Ann-hàm tử và xem xét mối liên hệ giữa hai hệ tiên đề của Ann-phạm

trù và vành phạm trù; đưa ra định nghĩa Ann-phạm trù bện và một trường hợp
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riêng của nó là Ann-phạm trù đối xứng, đưa ra các ví dụ, xem xét mối liên hệ

giữa Ann-phạm trù đối xứng với các phạm trù có tính phân phối và phạm trù

tựa vành, xây dựng phạm trù thu gọn cho lớp Ann-phạm trù bện và tiến hành

phân lớp các Ann-phạm trù bện.

III. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu của luận án bao gồm: Ann-phạm trù, Ann-hàm tử và

tính bện (và một trường hợp riêng của nó là tính giao hoán) trong lớp Ann-phạm

trù.

Phạm vi nghiên cứu của luận án là những bài toán thường gặp của lý thuyết

phạm trù với cấu trúc, đó là bài toán phân lớp, xây dựng các ví dụ cụ thể,

nghiên cứu các tính chất, các mối liên hệ phụ thuộc của các tiên đề và mối liên

hệ giữa những lớp phạm trù có cấu trúc tương tự nhau.

IV. Phương pháp nghiên cứu

Ngoài những phương pháp nghiên cứu lý thuyết truyền thống, trong luận án

này chúng tôi sử dụng triệt để phương pháp biểu đồ của lý thuyết phạm trù

để chứng minh các biểu đồ giao hoán, thay cho các biến đổi đẳng thức trừu tượng.

V. Những đóng góp mới của luận án

Luận án đã đóng góp một số kết quả mới về Ann-phạm trù. Kết quả chính

đầu tiên là sử dụng các nhóm đối đồng điều vành của Mac Lane để tiến hành

giải bài toán tồn tại và phân lớp các Ann-hàm tử (Định lý 2.1.8, Định lý 2.1.9).

Kết quả chính thứ hai của luận án là xây dựng Ann-phạm trù đối ngẫu của

một Ann-hàm tử (Định lý 2.2.10). Đây là một phép dựng mới ngoài phép dựng

Ann-phạm trù của một đồng cấu chính quy trong bài toán mở rộng vành. Kết

quả tiếp theo của luận án là Định lý 2.3.3. Định lý đã chỉ ra rằng các Ann-phạm

trù là chứa trong các vành phạm trù. Ngược lại, mỗi vành phạm trù khi bổ sung

thêm một tiên đề về sự tương thích với các ràng buộc đơn vị sẽ trở thành một

Ann-phạm trù (Định lý 2.3.4).

Những đóng góp tiếp theo của luận án có liên quan đến tính bện trong lớp

Ann-phạm trù. Định lý 3.1.6 chỉ ra: Tâm của một Ann-phạm trù là một Ann-

phạm trù bện và nói chung không đối xứng, đây là một kết quả tiếp nối các kết

quả về tâm của một phạm trù monoidal đã được đưa ra trong [21]. Trên cơ sở

xem xét mối liên hệ giữa Ann-phạm trù đối xứng với các phạm trù có tính phân


