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Mở đầu

1. Lý do chọn đề tài

1.1 Việc nghiên cứu các tính chất địa phương và toàn cục của mặt là một trong những

vấn đề cơ bản của hình học vi phân. Tính chất địa phương của mặt là những tính chất

liên quan đến tham số hóa địa phương của mặt, còn tính chất toàn cục là những tính

chất thể hiện trên toàn bộ mặt mà không chịu sự chi phối của tham số hóa địa phương.

Chúng ta đã biết, trong hình học vi phân cổ điển, một trong những công cụ cơ bản

để nghiên cứu các tính chất địa phương của mặt là ánh xạ Gauss. Ánh xạ Gauss đưa đến

các khái niệm độ cong bao gồm: độ cong Gauss; độ cong trung bình; độ cong chính,. . . .

Với các mặt đối chiều một, mặt trong R3 và siêu mặt trong Rn, ánh xạ Gauss đã chứng

tỏ là một công cụ hữu hiệu để nghiên cứu tính chất địa phương của chúng. Chẳng hạn,

dựa vào tính chất của độ cong chúng ta nhận được kết quả: một mặt chính quy trong R3

là mặt rốn khi và chỉ khi nó là (một phần của) một mặt cầu hoặc (một phần của) một

mặt phẳng.

Đối với các tính chất toàn cục của mặt, một trong những công cụ để tìm được mối

liên hệ giữa tính chất địa phương với tính chất toàn cục là trường Jacobi dọc theo một

đường trắc địa. Thông qua công cụ này một số tính chất toàn cục của mặt trong R3 đã

được đưa ra trong lý thuyết hình học vi phân cổ điển. Chẳng hạn, một mặt chính quy

trong R3 có độ cong Gauss đồng nhất bằng không khi và chỉ khi nó là mặt kẻ khả triển.

Việc tìm hiểu các kết quả thể hiện các tính chất hình học của lớp mặt kiểu không

gian đối chiều hai trong không gian Lorentz-Minkowski, tương tự như trường hợp của

mặt trong R3, là một trong những vấn đề được chúng tôi quan tâm.

1.2 Hình học của mặt trong R4 đã được quan tâm nghiên cứu trong một số công trình

như: [10], [31], [32], [38], [34], [26], [30], [39]. . . . Chúng ta có thể điểm lại một số kết quả

1



2

chính đã đạt được trong lĩnh vực này như sau. Vào năm 1969, Little [26] đã xây dựng

các bất biến hình học, chẳng hạn như elip độ cong, để nghiên cứu tính kỳ dị của đa tạp

con đối chiều hai trong không gian Ơ-clít. Cũng trong [26] tác giả đã chỉ ra được rằng

mặt trong R4 thoả mãn điều kiện mọi trường vectơ pháp là trường trùng pháp khi và chỉ

khi nó là một mặt kẻ khả triển. Đến năm 1995, Mochida và một số tác giả khác trong

[31] đưa ra một số điều kiện cần và đủ về sự tồn tại trường trùng pháp của mặt trong

R4. Trong bài báo này các tác giả đã khẳng định điều kiện cần và đủ để mặt trong R4

chấp nhận đúng hai trường trùng pháp là lồi ngặt địa phương. Các kết quả này được mở

rộng lên mặt đối chiều hai trong Rn+2 bởi Mochida và một số tác giả khác trong [32] vào

năm 1999. Hướng nghiên cứu này được tiếp tục bởi Romero-Fuster và Sánchez-Brigas [38]

vào năm 2002, để nghiên cứu khái niệm rốn trên mặt. Trong [38] các tác giả đã chỉ ra

mối quan hệ tương đương giữa các lớp mặt: ν-rốn, tồn tại hai phương tiệm cận trực giao

với nhau tại mọi điểm, nửa rốn và độ cong pháp đồng nhất bằng không. Đến năm 2010,

Nuño-Ballesteros và Romero-Fuster [34] xây dựng khái niệm quỹ tích độ cong (curvature

locus), nó là một mở rộng của khái niệm elip độ cong cho mặt đối chiều hai trong Rn+2,

để nghiên cứu tính chất của các đa tạp con đối chiều hai. Trong bài báo này các tác giả

cũng đã chuyển một số kết quả trong [38] lên đa tạp con đối chiều hai trong Rn+2.

Việc phát triển các kết quả nghiên cứu về mặt trong R4 lên mặt kiểu không gian đối

chiều hai trong không gian Lorentz-Minkowski là một trong những vấn đề chúng tôi quan

tâm nghiên cứu.

1.3 Những năm gần đây một số kết quả nghiên cứu mặt kiểu không gian đối chiều hai

trong không gian Lorentz-Minkowski đã được công bố, chẳng hạn như [17], [20], [21], [22],

[24], [23],. . . . Chúng ta điểm qua một số kết quả chính cho lĩnh vực này như sau. Bằng

cách sử dụng tính chất của độ cong liên kết với một trường vectơ pháp để nghiên cứu

mặt kiểu không gian đối chiều hai, vào năm 2004 Izumiya và một số tác giả khác trong

[20] đã chỉ ra rằng nếu mặt chứa trong một giả cầu thì nó là mặt ν-rốn, trong đó ν là

trường vectơ vị trí của mặt. Với chiều ngược lại của mệnh đề này, các tác giả trong [20]

bổ sung thêm giả thiết song song của ν để mặt ν-rốn chứa trong một giả cầu. Trong bài

báo này các tác giả cũng đã trình bày lại cách xây dựng khái niệm elip độ cong cho mặt

kiểu không gian hai chiều trong không gian Lorentz-Minkowski số chiều lớn hơn 3 và chỉ

ra mối liên hệ giữa mặt ν-rốn và mặt nửa rốn, nó là mặt mà elip độ cong suy biến thành

một đoạn thẳng. Xuất phát từ tính chất mặt phẳng pháp của một mặt kiểu không gian
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đối chiều hai là một 2-phẳng kiểu thời gian, dễ dàng chỉ ra được rằng nó có một cơ sở giả

trực chuẩn với một vectơ kiểu không gian và một vectơ kiểu thời gian. Bằng cách sử dụng

tổng và hiệu của hai vectơ trong cơ sở này của mặt phẳng pháp, vào năm 2007 Izumiya

và một số tác giả trong [21], đã xây dựng khái niệm ánh xạ Gauss nón ánh sáng và nghiên

cứu khái niệm dẹt trên các mặt kiểu không gian đối chiều hai.

Tìm cách xác định một trường vectơ pháp trên mặt kiểu không gian đối chiều hai,

xem như ánh xạ Gauss, thuận tiện cho việc nghiên cứu các tính chất hình học của mặt,

cũng là một trong những vấn đề chúng tôi quan tâm.

1.4 Nghiên cứu tính phẳng, điều kiện chứa trong mặt phẳng, của một đường cong trong

R3 là một bài toán cổ điển của hình học vi phân. Tính phẳng của đường cong phụ thuộc

vào độ xoắn của đường cong, đường cong là phẳng khi và chỉ khi độ xoắn của nó bằng

không. Điều này tương đương với trường vectơ trùng pháp của đường cong là trường vectơ

hằng. Ngoài ra một số tính chất của mặt phẳng mật tiếp của đường cong cũng cho chúng

ta một số điều kiện đủ để đường cong phẳng.

Tìm kiếm các điều kiện đủ để một mặt kiểu không gian trong R4
1 chứa trong một siêu

phẳng cũng là một trong những vấn đề chúng tôi quan tâm.

1.5 Việc nghiên cứu các lớp mặt đặc biệt trong không gian, chẳng hạn mặt kẻ, mặt tròn

xoay, . . . , cũng là một trong những vấn đề được các nhà hình học quan tâm. Khi xây

dựng một công cụ nào đó để nghiên cứu các lớp mặt, công cụ đó thực sự có giá trị nếu

nó có thể đưa ra một phân loại cho các lớp mặt đặc biệt này. Chúng tôi cũng mong muốn

đưa ra các định lí phân loại cho các lớp mặt đặc biệt, chẳng hạn như mặt kẻ cực đại, mặt

tròn xoay cực đại hay khảo sát khái niệm rốn trên các lớp mặt này.

Bởi các lý do nêu ở trên, tôi chọn đề tài “Một số tính chất địa phương và toàn

cục của mặt đối chiều hai trong không gian Lorentz-Minkowski” làm đề tài luận

án tiến sĩ.

2. Mục đích nghiên cứu

Trong luận án này chúng tôi nghiên cứu một số tính chất hình học của mặt đối chiều

hai trong không gian Lorentz-Minkowski với các mục đích sau.

(1) Xây dựng một số công cụ hữu hiệu để có thể nghiên cứu các tính chất hình học của

mặt kiểu không gian đối chiều hai.
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(2) Nghiên cứu các khái niệm rốn trên mặt kiểu không gian đối chiều hai, đưa ra một

số kết quả phân loại mặt kiểu không gian ν-rốn đối chiều hai và mặt kiểu không

gian rốn đối chiều hai.

(3) Nghiên cứu mối quan hệ giữa mặt ν-rốn và mặt ν-phẳng.

(4) Nghiên cứu các điều kiện chứa trong siêu phẳng của mặt trong không gian R4 sau

đó mở rộng lên mặt kiểu không gian trong R4
1.

(5) Sử dụng các kết quả đạt được theo hướng nghiên cứu để ứng dụng vào việc khảo

sát tính chất hình học của một số lớp mặt kiểu không gian đặc biệt trong không

gian Lorentz-Minkowski R4
1, đó là mặt kẻ và mặt tròn xoay.

3. Đối tượng nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu của luận án bao gồm: mặt kiểu không gian đối chiều hai; các

công cụ nghiên cứu mặt kiểu không gian đối chiều hai; các tính chất hình học của mặt

kiểu không gian đối chiều hai trong không gian Lorentz-Minkowski. Vậy nên, nếu không

được nhắc lại, đối tượng mặt trong luận án được hiểu là mặt kiểu không gian đối chiều

hai.

4. Phạm vi nghiên cứu

Trong luận án này chúng tôi nghiên cứu một số tính chất địa phương và toàn cục

trên mặt kiểu không gian đối chiều hai, nghiên cứu một số lớp mặt kiểu không gian đối

chiều hai đặc biệt trong không gian Lorentz-Minkowski.

5. Phương pháp nghiên cứu

Chúng tôi sử dụng phương pháp lý thuyết trong quá trình thực hiện đề tài. Bằng

cách sử dụng các công cụ là các độ cong trên mặt, chẳng hạn độ cong liên kết với một

trường vectơ pháp; elip độ cong; độ cong Gauss, chúng tôi tìm kiếm các tính chất hình

học của mặt đối chiều hai thoả mãn tương ứng các điều kiện của các độ cong này cũng

như mối liên hệ giữa các lớp mặt đó.


