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Lêi cam ®oan

T«i xin cam ®oan ®©y lµ c«ng tr×nh nghiªn cøu cña t«i, d−íi sù ®ång

h−íng dÉn khoa häc cña PGS. TSKH. Hµ Huy Vui vµ GS. TSKH. Pierrette

Cassou - NoguÌs. C¸c kÕt qu¶ ®−îc ph¸t biÓu trong luËn ¸n lµ míi, trung

thùc vµ ch−a tõng ®−îc c«ng bè trong c¸c c«ng tr×nh cña t¸c gi¶ nµo kh¸c.

C¸c kÕt qu¶ viÕt chung víi c¸c t¸c gi¶ kh¸c ®· ®−îc sù ®ång ý cña c¸c t¸c

gi¶ khi ®−a vµo luËn ¸n.

T¸c gi¶
NguyÔn ThÞ Th¶o
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Lêi c¶m ¬n

LuËn ¸n nµy ®−îc hoµn thµnh d−íi sù h−íng dÉn khoa häc cña PGS.

TSKH. Hµ Huy Vui. ThÇy lµ ng−êi tËn t©m, tËn t×nh, dµnh nhiÒu c«ng søc

dÉn d¾t t¸c gi¶ thùc sù b−íc vµo nghiªn cøu khoa häc, ®éng viªn, khÝch lÖ

t¸c gi¶ v−ît lªn nh÷ng khã kh¨n trong häc tËp vµ cuéc sèng. T¸c gi¶ xin

®−îc bµy tá sù kÝnh träng vµ lßng biÕt ¬n s©u s¾c nhÊt ®èi víi ThÇy.

T¸c gi¶ còng xin bµy tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c cña m×nh ®Õn ng−êi thÇy

thø hai GS. TSKH. Pierrette Cassou - NoguÌs v× sù tËn t×nh vµ sù c¶m th«ng

®èi víi nh÷ng khã kh¨n cña t¸c gi¶.

Trong qu¸ tr×nh häc tËp, nghiªn cøu vµ hoµn thµnh luËn ¸n, t¸c gi¶ lu«n

nhËn ®−îc sù quan t©m, ®éng viªn, gióp ®ì cña c¸c thÇy c« vµ c¸c b¹n

®ång nghiÖp trong bé m«n H×nh häc, c¸c thÇy c« vµ c¸c b¹n ®ång nghiÖp

trong Khoa To¸n - Tin, Tr−êng §¹i häc S− ph¹m Hµ Néi, c¸c thµnh viªn

cña Phßng H×nh häc - T«p«, ViÖn To¸n häc. Nh©n ®©y, t¸c gi¶ xin bµy tá

lßng biÕt ¬n ch©n thµnh tr−íc nh÷ng quan t©m ®ã.

T¸c gi¶ còng xin bµy tá lßng biÕt ¬n tíi Ban gi¸m hiÖu Tr−êng §¹i häc

S− ph¹m Hµ Néi, Phßng Khoa häc vµ C«ng nghÖ, Phßng Sau ®¹i häc cña

Tr−êng ®· t¹o nh÷ng ®iÒu kiÖn thuËn lîi trong qu¸ tr×nh t¸c gi¶ häc tËp,

c«ng t¸c vµ hoµn thµnh luËn ¸n nµy.

Cuèi cïng, luËn ¸n sÏ kh«ng thÓ hoµn thµnh nÕu thiÕu sù c¶m th«ng,

gióp ®ì cña nh÷ng ng−êi th©n trong gia ®×nh. T¸c gi¶ xin ®−îc göi tíi

toµn thÓ ng−êi th©n trong gia ®×nh lêi c¶m ¬n ch©n thµnh vµ s©u s¾c.

T¸c gi¶
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Mét sè quy −íc vµ kÝ hiÖu

Trong toµn bé luËn ¸n, ta thèng nhÊt mét sè kÝ hiÖu nh− sau.

(1) N: tËp c¸c sè tù nhiªn.

(2) R: tËp c¸c sè thùc.

(3) R∗: tËp c¸c thùc kh¸c kh«ng.

(4) C: tËp c¸c sè phøc.

(5) max: gi¸ trÞ lín nhÊt.

(6) min: gi¸ trÞ nhá nhÊt.

(7) inf: cËn d−íi ®óng.

(8) sup: cËn trªn ®óng.

(9) lim: giíi h¹n.

(10) deg: bËc.

(11) dim: chiÒu.

(12) rank: h¹ng.

(13) det: ®Þnh thøc.

(14) grad: gradient.

(15) ]: lùc l−îng tËp hîp.

(16) χ: ®Æc tr−ng Euler-PoincarÐ.

(17) |.|: gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña sè thùc.
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(18) 〈, 〉: tÝch v« h−íng th«ng th−êng trªn Rn.

(19) ‖.‖: chuÈn Euclid th«ng th−êng trªn Rn.

(20) d(, ): kho¶ng c¸ch Euclid th«ng th−êng trªn Rn.

(21) −. : bao ®ãng tËp hîp víi t«p« th«ng th−êng trong Rn.

(22) Bn
r = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x2

1 + · · ·+ x2
n ≤ r2}.

(23) Sn−1
r = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x2

1 + · · ·+ x2
n = r2}.

(24) Sn−1 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x2
1 + · · ·+ x2

n = 1}.



Më ®Çu

I. Lý do chän ®Ò tµi

C¸c tËp ®¹i sè lµ mét trong nh÷ng ®èi t−îng nghiªn cøu c¬ b¶n nhÊt cña

To¸n häc. Líp c¸c tËp ®¹i sè ®−îc nghiªn cøu nhiÒu nhÊt lµ c¸c tËp phøc

vµ c¸c tËp thùc. Chóng ®−îc chia thµnh bèn lo¹i:

• C¸c tËp ®¹i sè x¹ ¶nh phøc;

• C¸c tËp ®¹i sè x¹ ¶nh thùc;

• C¸c tËp ®¹i sè affine phøc;

• C¸c tËp ®¹i sè affine thùc.

C¸c kÕt qu¶ mang tÝnh nÒn t¶ng cña Lefschetz S., Zariski O., Milnor J.,...

vµ nhiÒu ng−êi kh¸c ®· ®em ®Õn nh÷ng hiÓu biÕt s©u s¾c vÒ c¸c tÝnh chÊt

t«p«, cÊu tróc ®¹i sè,... cña c¸c tËp ®¹i sè x¹ ¶nh phøc ([46], [43], [13],

[9],...).

So víi tËp ®¹i sè x¹ ¶nh phøc, c¸c tËp ®¹i sè x¹ ¶nh thùc lµ ®èi t−îng

khã nghiªn cøu h¬n. ChØ kho¶ng 50 n¨m trë l¹i ®©y, víi c¸c c«ng tr×nh c¬

b¶n cña Petrowsky, Arnold, Rokhlin,... vÒ sù s¾p xÕp c¸c oval cña nh÷ng

®−êng cong ph¼ng x¹ ¶nh thùc kh«ng k× dÞ, viÖc nghiªn cøu c¸c tËp x¹ ¶nh

thùc b¾t ®Çu hßa vµo dßng ph¸t triÓn chung vµ ®ang trë thµnh mét lÜnh

vùc s«i ®éng víi nhiÒu kÕt qu¶ ®Æc s¾c ([15], [33], [16],...).

C¸c tËp ®¹i sè affine, c¶ phøc lÉn thùc, lµ ®èi t−îng ®Æc biÖt khã nghiªn

cøu. Ng−êi ta vÉn hiÓu rÊt Ýt vÒ c¸c tËp affine phøc, mÆc dï c¸c tËp nµy

thu hót ®−îc sù chó ý cña rÊt nhiÒu chuyªn gia H×nh häc ®¹i sè vµ H×nh

häc t«p« nh− Dimca [10], Fary [44], NÐmethi [50], Malgrange [49], Ph¹m F.

[51], Lª Dòng Tr¸ng [54],...
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Nh÷ng hiÓu biÕt vÒ tËp ®¹i sè affine thùc l¹i cßn Ýt h¬n n÷a. ë ®©y, nhiÒu

bµi to¸n tù nhiªn, ngay c¶ víi c¸c ®−êng cong affine thùc, vÉn ch−a cã c©u

tr¶ lêi.

Trong luËn ¸n, chóng t«i muèn t×m hiÓu c¸c tÝnh chÊt t«p« cña mét sè

líp c¸c tËp ®¹i sè affine thùc.

II. §èi t−îng, ph¹m vi, môc ®Ých nghiªn cøu

Mçi tËp ®¹i sè affine thùc (t−¬ng øng, phøc) V lµ tËp kh«ng ®iÓm cña

mét hÖ c¸c ph−¬ng tr×nh ®a thøc, tøc lµ cã d¹ng V = f−1(0), trong ®ã f

lµ mét ¸nh x¹ ®a thøc tõ Rn ®Õn Rk (t−¬ng øng, tõ Cn ®Õn Ck).

Tõ mét kÕt qu¶ rÊt tæng qu¸t cña Thom R. [53], mçi ¸nh x¹ ®a thøc f tõ

tËp ®¹i sè kh«ng k× dÞ V1 sang tËp ®¹i sè kh«ng k× dÞ V2 x¸c ®Þnh mét ph©n

thí tÇm th−êng ®Þa ph−¬ng líp C∞ ngoµi mét tËp ®¹i sè con B(f) ⊂ V2.

§ã lµ ph©n thí Milnor toµn côc. TËp B(f) ®−îc gäi lµ tËp c¸c gi¸ trÞ rÏ

nh¸nh cña f . Cã thÓ thÊy r»ng tËp B(f) chøa tËp c¸c gi¸ trÞ tíi h¹n Σ(f)

cña f . NÕu V1 kh«ng compact, ë ®©y xuÊt hiÖn mét hiÖn t−îng míi, mµ

ta kh«ng gÆp khi nghiªn cøu tr−êng hîp x¹ ¶nh, ®ã lµ hiÖn t−îng k× dÞ t¹i
v« h¹n. Nãi chung, B(f) 6= Σ(f), vµ c¸c ®iÓm thuéc B∞(f) := B(f)\Σ(f)

®−îc gäi lµ c¸c gi¸ trÞ tíi h¹n cña k× dÞ t¹i v« h¹n. Nãi mét c¸ch v¾n t¾t,

cã hai nguyªn nh©n ®Ó f kh«ng x¸c ®Þnh mét ph©n thí tÇm th−êng quanh

thí f−1(t), t ∈ B(f):

• HoÆc ph©n thí nµy kh«ng tÇm th−êng trong l©n cËn ®iÓm k× dÞ, tøc lµ

t ∈ Σ(f);

• HoÆc ph©n thí nµy kh«ng tÇm th−êng trong l©n cËn ®iÓm v« h¹n, tøc

lµ víi mäi l©n cËn D cña t, mäi r > 0, ¸nh x¹

f : f−1(D)\Bn
r → D

kh«ng ph¶i lµ mét ph©n thí tÇm th−êng.

Tæng kÕt l¹i, ®Ó hiÓu t«p« cña c¸c tËp ®¹i sè affine f−1(t), ta cÇn hiÓu

ph©n thí Milnor toµn côc

f : V1\f−1(B(f)) → V2\B(f).
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§Ó hiÓu ph©n thí Milnor toµn côc, ta ph¶i hiÓu tËp B(f). §Õn ®©y, xuÊt

hiÖn bµi to¸n tù nhiªn vµ quan träng:

§Æc tr−ng c¸c gi¸ trÞ tíi h¹n cña k× dÞ t¹i v« h¹n cña f , tøc lµ bao giê th×
mét gi¸ trÞ t ∈ V2 cho tr−íc thuéc vµo tËp B∞(f) = B(f)\Σ(f)?

Bµi to¸n nµy lµ ®èi t−îng kh¶o s¸t chÝnh cña luËn ¸n.

MÆc dï bµi to¸n ®Æc tr−ng c¸c gi¸ trÞ tíi h¹n cña k× dÞ t¹i v« h¹n ®−îc

nghiªn cøu rÊt tÝch cùc trong 20-30 n¨m nay, nã vÉn cßn lµ mét bµi to¸n

më. Ng−êi ta chØ biÕt c©u tr¶ lêi cho mét sè tr−êng hîp riªng:

• f : C2 → C (Suzuki [52], Hµ Huy Vui - Lª Dòng Tr¸ng [58], Hµ Huy

Vui - NguyÔn Lª Anh [57], Hµ Huy Vui [56]).

• f : R2 → R (Coste - de la Puente [8]).

• f : V → R lµ h¹n chÕ cña hµm ®a thøc trªn mét mÆt ®¹i sè tr¬n kh«ng

compact V trong Rn (Tibar - Zaharia [31]).

• f : Cn → C, víi ®iÒu kiÖn f chØ cã k× dÞ c« lËp t¹i v« h¹n (Parusinski

[23]).

• f : V → C, trong ®ã V ⊂ Cn lµ mÆt ®¹i sè kh«ng k× dÞ vµ f lµ ¸nh

x¹ tháa m·n ®iÒu kiÖn tån t¹i ”phÐp chiÕu tèt” (Hµ Huy Vui - NguyÔn

TÊt Th¾ng [39]).

• f : Cn → Cn−1, víi ®iÒu kiÖn tån t¹i ”phÐp chiÕu tèt” ®èi víi f (Hµ

Huy Vui - NguyÔn TÊt Th¾ng [40]).

Môc ®Ých nghiªn cøu cña luËn ¸n lµ ®Æc tr−ng tËp c¸c gi¸ trÞ tíi h¹n cña

k× dÞ t¹i v« h¹n, hoÆc t×m hiÓu s©u h¬n vÒ nã cho c¸c t×nh huèng h×nh häc

sau.

1. C¸c ¸nh x¹ ®a thøc tõ Rn vµo Rn: Chóng t«i t×m ®iÒu kiÖn ®Ó tËp c¸c

gi¸ trÞ tíi h¹n cña k× dÞ t¹i v« h¹n cña mét ¸nh x¹ ®a thøc F : Rn → Rn

lµ tËp trèng (còng cã nghÜa lµ, F lµ ¸nh x¹ riªng). Chó ý r»ng, vÊn ®Ò

nµy liªn quan ®Õn bµi to¸n Jacobi næi tiÕng.

2. H¹n chÕ cña mét hµm h÷u tØ thùc lªn mét mÆt ®¹i sè kh«ng k× dÞ trong

Rn: Chóng t«i ®−a ra mét bÊt biÕn cho phÐp ®Æc tr−ng trän vÑn c¸c


