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Lêi c¶m ¬n

Tr−íc hÕt, t«i xin göi lêi biÕt ¬n ch©n thµnh vµ s©u s¾c tíi PGS.TS Lª

ThÞ Thanh Nhµn. C« ®· dµnh nhiÒu thêi gian vµ t©m huyÕt trong viÖc h−íng

dÉn. Sau qu¸ tr×nh nhËn ®Ò tµi vµ nghiªn cøu d−íi sù h−íng dÉn khoa häc

cña C«, luËn v¨n \§a thøc chia ®−êng trßn" cña t«i ®· ®−îc hoµn thµnh.

Cã ®−îc kÕt qu¶ nµy, ®ã lµ nhê sù nh¾c nhë, ®«n ®èc, d¹y b¶o hÕt søc tËn

t×nh vµ nghiªm kh¾c cña C«.

T«i còng xin göi lêi c¶m ¬n ch©n thµnh ®Õn Ban Gi¸m hiÖu, Phßng §µo

t¹o-Khoa häc-Quan hÖ quèc tÕ vµ Khoa To¸n-Tin cña Tr−êng §¹i häc Khoa

häc - §¹i häc Th¸i Nguyªn ®· t¹o ®iÒu kiÖn thuËn lîi nhÊt trong suèt qu¸

tr×nh häc tËp t¹i tr−êng còng nh− thêi gian t«i hoµn thµnh ®Ò tµi nµy. Sù

gióp ®ì nhiÖt t×nh vµ th¸i ®é th©n thiÖn cña c¸c c¸n bé thuéc Phßng §µo

t¹o vµ Khoa To¸n-Tin ®· ®Ó l¹i trong lßng mçi chóng t«i nh÷ng Ên t−îng

hÕt søc tèt ®Ñp.

T«i xin c¶m ¬n Phßng Gi¸o dôc vµ §µo t¹o QuËn Lª Ch©n - thµnh phè

H¶i Phßng vµ Tr−êng trung häc c¬ së NguyÔn B¸ Ngäc - n¬i t«i ®ang c«ng

t¸c ®· t¹o ®iÒu kiÖn cho t«i hoµn thµnh khãa häc nµy.

T«i xin c¶m ¬n gia ®×nh, b¹n bÌ ®ång nghiÖp vµ c¸c thµnh viªn trong

líp cao häc To¸n K5B (Khãa 2011-2013) ®· quan t©m, t¹o ®iÒu kiÖn, ®éng

viªn cæ vò ®Ó t«i cã thÓ hoµn thµnh nhiÖm vô cña m×nh.
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Lêi nãi ®Çu

Ta biÕt r»ng víi mçi sè nguyªn d−¬ng n, cã ®óng n c¨n bËc n cña

®¬n vÞ: εk = cos 2kπ
n

+ i sin 2kπ
n
, k = 0, 1, . . . , n − 1. Chó ý r»ng εk lµ c¨n

nguyªn thñy bËc n cña ®¬n vÞ nÕu vµ chØ nÕu gcd(k, n) = 1. V× thÕ cã

®óng ϕ(n) c¨n nguyªn thñy bËc n cña ®¬n vÞ, trong ®ã ϕ lµ hµm Euler.

Gäi εk1
, . . . , εkϕ(n)

lµ c¸c c¨n nguyªn thñy bËc n cña ®¬n vÞ. Khi ®ã ®a thøc

chia ®−êng trßn thø n, kÝ hiÖu lµ Φn(x), lµ ®a thøc bËc ϕ(n) ®−îc cho bëi

c«ng thøc Φn(x) = (x − εk1
) . . . (x − εkϕ(n)

). Môc ®Ých cña luËn v¨n nµy lµ

tr×nh bµy mét sè kÕt qu¶ vÒ ®a thøc chia ®−êng trßn, nh÷ng øng dông cña

®a thøc chia ®−êng trßn trong mét sè bµi to¸n s¬ cÊp, vµ chøng minh tÝnh

bÊt kh¶ quy cña ®a thøc chia ®−êng trßn.

LuËn v¨n gåm 3 ch−¬ng. C¸c kiÕn thøc chuÈn bÞ vÒ sè phøc vµ ®a thøc

®−îc nh¾c l¹i trong Ch−¬ng 1. PhÇn ®Çu cña Ch−¬ng 2 dµnh ®Ó tr×nh bµy

mét sè tÝnh chÊt quan träng cña ®a thøc chia ®−êng trßn. Chóng t«i chøng

tá r»ng xn − 1 =
∏

d|n

Φd(x) (§Þnh lÝ 2.3.3), vµ tõ ®ã ta suy ra Φn(x) cã c¸c

hÖ sè ®Òu nguyªn (HÖ qu¶ 2.3.5). H¬n n÷a, nÕu x ∈ Z vµ p lµ mét −íc

nguyªn tè cña Φn(x) th× p ≡ 1 (mod n) hoÆc p|n (§Þnh lÝ 2.3.11). PhÇn
cuèi Ch−¬ng 2 tr×nh bµy mét sè øng dông cña ®a thøc chia ®−êng trßn ®Ó

chøng minh l¹i mét §Þnh lý cña Dirichlet vµ gi¶i quyÕt mét sè bµi to¸n thi

häc sinh giái to¸n quèc tÕ liªn quan ®Õn ph−¬ng tr×nh nghiÖm nguyªn vµ

®¸nh gi¸ sè −íc cña mét sè tù nhiªn. Ch−¬ng 3 tr×nh bµy mét sè ph−¬ng

ph¸p chøng minh tÝnh bÊt kh¶ quy trªn Q cña ®a thøc chia ®−êng trßn.

Chó ý r»ng ®a thøc bÊt kh¶ quy ®ãng vai trß quan träng gièng nh− vai

trß cña sè nguyªn tè trong tËp c¸c sè nguyªn. Víi n lµ sè nguyªn d−¬ng,

®a thøc chia ®−êng trßn Φn(x) lµ mét ®a thøc bÊt kh¶ quy ®Æc biÖt, nã lµ
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mét −íc cña xn − 1 nh−ng kh«ng lµ −íc cña xk − 1 víi mäi k < n. Khi

p lµ sè nguyªn tè, tÝnh bÊt kh¶ quy cña Φp(x) ®· ®−îc gi¶i quyÕt vµo ®Çu

ThÕ kû thø 19, ®−îc chøng minh lÇn ®Çu tiªn bëi C. F. Gauss 1801 [Gau]

víi c¸ch chøng minh kh¸ phøc t¹p vµ dµi dßng. Sau ®ã chøng minh ®−îc

®¬n gi¶n ho¸ ®i nhiÒu bëi c¸c nhµ to¸n häc L. Kronecker 1845 [K] vµ F.

G. Eisenstein 1850 [E]. Cßn viÖc chøng minh tÝnh bÊt kh¶ quy cña Φn(x)

víi n tuú ý ®−îc gi¶i quyÕt vµo kho¶ng gi÷a ThÕ kû 19, ®−îc chøng minh

lÇn ®Çu tiªn bëi Kronecker 1854 [K2]. Sau ®ã, R. Dedekind 1857 [D] vµ

mét sè nhµ to¸n häc kh¸c ®· ®−a ra chøng minh ®¬n gi¶n h¬n.

Néi dung cña luËn v¨n ®−îc viÕt dùa theo cuèn s¸ch \Lý thuyÕt Galois"

cña S. H. Weintraub [W1], bµi b¸o \Elementary Properties of Cyclotomic

Polynomials" cña Y. Ge [Ge] vµ bµi b¸o \Several proofs of the irreducibility

of the cyclotomic polynomial" cña S. H. Weintraub [W2]. Bªn c¹nh ®ã cã

tham kh¶o mét sè bµi b¸o cæ ®iÓn cña C.F. Gauss [Gau], F. G. Eisenstein

[E], L. Kronecker [K] vµ R. Dedekind [D] vÒ tÝnh bÊt kh¶ quy cña Φn(x).



Ch−¬ng 1

KiÕn thøc chuÈn bÞ

Tr−íc khi tr×nh bµy c¸c kÕt qu¶ vÒ ®a thøc chia ®−êng trßn ë Ch−¬ng 2,

chóng ta nh¾c l¹i kiÕn thøc c¬ së vÒ sè phøc vµ ®a thøc.

1.1 Sè phøc vµ c¸c phÐp to¸n trªn sè phøc

1.1.1 §Þnh nghÜa. Sè phøc lµ mét biÓu thøc cã d¹ng z = a + bi trong ®ã

a, b ∈ R vµ i2 = −1. Ta gäi a lµ phÇn thùc vµ b lµ phÇn ¶o cña z. Sè phøc

i ®−îc gäi lµ ®¬n vÞ ¶o. NÕu a = 0 th× z = bi ®−îc gäi lµ sè thuÇn ¶o. NÕu

b = 0 th× z = a lµ sè thùc. TËp c¸c sè phøc ®−îc kÝ hiÖu lµ C. Sè phøc
z = a − bi ®−îc gäi lµ sè phøc liªn hîp cña z = a + bi.

1.1.2 Chó ý. (i) Hai sè phøc b»ng nhau nÕu vµ chØ nÕu phÇn thùc vµ phÇn

¶o t−¬ng øng b»ng nhau: a + bi = c + di ⇔ a = c, b = d.

(ii) NÕu z = a + bi th× z z = a2 + b2 lµ mét sè thùc.

(iii) Liªn hîp cña tæng (hiÖu, tÝch, th−¬ng) b»ng tæng (hiÖu, tÝch, th−¬ng)

cña c¸c liªn hîp: z ± z′ = z ± z′, z z′ = z z′ vµ
z

z′
=

z

z′
víi mäi z′ 6= 0.

BiÓu diÔn sè phøc z = a + bi ®−îc gäi lµ biÓu diÔn ®¹i sè cña z. C¸c

5
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phÐp to¸n trªn sè phøc ®−îc thùc hiÖn nh− sau:

(a + bi) ± (c + di) = (a + c) ± (b + d)i;

(a + bi)(c + di) = (ac − bd) + (bc + ad)i;

a + bi

c + di
=

(a + bi)(c − di)

(c + di)(c − di)
=

ac + bd

c2 + d2 +
bc − ad

c2 + d2 i

TËp C c¸c sè phøc víi phÐp céng vµ phÐp nh©n lµ mét tr−êng chøa tr−êng

sè thùc R, trong ®ã mçi sè thùc a ®−îc ®ång nhÊt víi sè phøc a + 0i.

1.1.3 §Þnh nghÜa. Trong mÆt ph¼ng P víi hÖ trôc täa ®é vu«ng gãc xOy,

mçi sè phøc z = a + bi ®−îc ®ång nhÊt víi ®iÓm Z(a, b). Khi ®ã tËp sè

phøc lÊp ®Çy P vµ ta gäi P lµ mÆt ph¼ng phøc. XÐt gãc α t¹o bëi chiÒu

d−¬ng trôc hoµnh víi vÐc t¬
−→
OZ vµ gäi r lµ ®é dµi cña vÐc t¬

−→
OZ, khi ®ã

z = a + bi = r(cos α + i sinα).

BiÓu diÔn z = r(cos α + i sin α) ®−îc gäi lµ biÓu diÔn l−îng gi¸c cña z. Ta

gäi r lµ m«®un cña z vµ ký hiÖu lµ |z|. Gãc α ®−îc gäi lµ argument cña z

vµ kÝ hiÖu lµ arg(z). Chó ý r»ng m«®un cña mét sè phøc lµ x¸c ®Þnh duy

nhÊt vµ argument cña mét sè phøc lµ x¸c ®Þnh sai kh¸c mét béi nguyªn lÇn

cña 2π, tøc lµ r(cos α+ i sinα) = r′(cos α′ + i sinα′) nÕu vµ chØ nÕu r = r′

vµ α = α′ + 2kπ víi k ∈ Z.

Víi mçi sè phøc z = a + bi, râ rµng |z| =
√

a2 + b2 = |z|. H¬n n÷a, víi
z1, z2 ∈ C ta cã |z1|.|z2| = |z1|.|z2| vµ |z1 + z2| 6 |z1| + |z2|.

1.1.4 Chó ý. Cho z = r(cos ϕ + i sin ϕ) vµ z′ = r′(cos ϕ′ + i sinϕ′) lµ hai

sè phøc. Khi ®ã zz′ = rr′
(
cos(ϕ + ϕ′) + i sin(ϕ + ϕ′)

)
vµ nÕu z′ 6= 0 th×

z

z′
=

r

r′
(
cos(ϕ − ϕ′) + i sin(ϕ − ϕ′)

)
. Tõ ®©y ta cã thÓ n©ng lªn lòy thõa

b»ng c«ng thøc sau (gäi lµ c«ng thøc Moirve):

zn = rn(cos nϕ + i sinnϕ).
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1.1.5 §Þnh nghÜa. Sè phøc u lµ mét c¨n bËc n cña sè phøc z nÕu un = z.

Chó ý r»ng mçi sè phøc z = r(cos ϕ + i sin ϕ) kh¸c 0 ®Òu cã ®óng n

c¨n bËc n, ®ã lµ

ωk = n
√

r(cos
ϕ + k2π

n
+ i sin

ϕ + k2π

n
), k = 0, 1, . . . , n − 1.

§Æc biÖt, cã ®óng n c¨n bËc n cña ®¬n vÞ, ®ã lµ

εk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
, k = 0, 1, . . . , n − 1.

1.2 Kh¸i niÖm ®a thøc

Trong suèt tiÕt nµy, lu«n gi¶ thiÕt K lµ mét trong c¸c tr−êng C, R, Q.

1.2.1 §Þnh nghÜa. Mét biÓu thøc d¹ng f(x) = anx
n + . . . + a0 trong ®ã

ai ∈ K víi mäi i ®−îc gäi lµ mét ®a thøc cña Èn x (hay biÕn x) víi hÖ

sè trong K. NÕu an 6= 0 th× an ®−îc gäi lµ hÖ sè cao nhÊt cña f(x) vµ sè

tù nhiªn n ®−îc gäi lµ bËc cña f(x), kÝ hiÖu lµ deg f(x). NÕu an = 1 th×

f(x) ®−îc gäi lµ ®a thøc d¹ng chuÈn (monic polynomial).

Chó ý r»ng hai ®a thøc f(x) =
∑

aix
i vµ g(x) =

∑
bix

i lµ b»ng nhau

nÕu vµ chØ nÕu ai = bi víi mäi i. Ta chØ ®Þnh nghÜa bËc cho nh÷ng ®a thøc

kh¸c 0, cßn ta quy −íc ®a thøc 0 lµ kh«ng cã bËc. KÝ hiÖu K[x] lµ tËp c¸c

®a thøc Èn x víi hÖ sè trong K. Víi f(x) =
∑

aix
i vµ g(x) =

∑
bix

i,

®Þnh nghÜa f(x) + g(x) =
∑

(ai + bi)x
i vµ f(x)g(x) =

∑
ckx

k, trong ®ã

ck =
∑

i+j=k aibj. Râ rµng nÕu f(x) 6= 0 vµ f(x)g(x) = f(x)h(x) th×

g(x) = h(x). H¬n n÷a ta cã

deg(f(x) + g(x)) 6 max{deg f(x), deg g(x)}

deg f(x)g(x) = deg f(x) + deg g(x).
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1.2.2 §Þnh nghÜa. Cho f(x), g(x) ∈ K[x]. NÕu f(x) = q(x)g(x) víi

q(x) ∈ K[x] th× ta nãi r»ng g(x) lµ −íc cña f(x) hay f(x) lµ béi cña g(x)

vµ ta viÕt g(x)|f(x). TËp c¸c béi cña g(x) ®−îc kÝ hiÖu lµ (g).

Ta cã ngay c¸c tÝnh chÊt ®¬n gi¶n sau ®©y.

1.2.3 Bæ ®Ò. C¸c ph¸t biÓu sau lµ ®óng.

(i) Víi a ∈ K vµ k lµ sè tù nhiªn ta cã (x − a)|(xk − ak).

(ii) NÕu f(x) ∈ K[x] vµ a ∈ K th× tån t¹i q(x) ∈ K[x] sao cho

f(x) = q(x)(x − a) + f(a).

§Þnh lÝ sau ®©y, gäi lµ §Þnh lÝ chia víi d−, ®ãng mét vai trß rÊt quan

träng trong lÝ thuyÕt ®a thøc.

1.2.4 §Þnh lý. Cho f(x), g(x) ∈ K[x], trong ®ã g(x) 6= 0. Khi ®ã tån t¹i

duy nhÊt mét cÆp ®a thøc q(x), r(x) ∈ K[x] sao cho

f(x) = g(x)q(x) + r(x), víi r(x) = 0 hoÆc deg r(x) < deg g(x).

Chøng minh. Tr−íc hÕt ta chøng minh tÝnh duy nhÊt. Gi¶ sö

f(x) = g(x)q(x) + r(x) = g(x)q1(x) + r1(x),

trong ®ã r(x), r1(x) b»ng 0 hoÆc cã bËc nhá h¬n bËc cña g(x). Khi ®ã

g(x)(q(x) − q1(x)) = r1(x) − r(x).

NÕu r(x) 6= r1(x) th×

deg(r − r1) = deg
(
g(q − q1)

)
= deg g + deg(q − q1).

§iÒu nµy m©u thuÉn v×

deg(r − r1) 6 max{deg r, deg r1} < deg g 6 deg g + deg(q − q1).


