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Mở đầu

Phương trình hàm là một vấn đề khó, nhưng được nhiều người quan tâm.

Phương trình hàm thường xuất hiện trong các đề thi học sinh giỏi quốc gia

và đề thi quốc tế. Trong quá trình dạy học, chúng tôi cũng đã giải hoặc

xây dựng một vài phương trình hàm. Luận văn đặt vấn đề xây dựng một số

phương trình hàm trên tập N qua một số kết quả đã đạt được trong Đại số

tuyến tính.

Bài toán xác định những hàm số f(x) thoả mãn một số tính chất T1, . . . , Tn
nào đó được gọi là phương trình hàm. Giải phương trình hàm tức là tìm tất

cả những hàm f(x) thoả mãn tất cả những tính chất T1, . . . , Tn. Khi giải

phương trình hàm, với mỗi tính chất Tk ta tìm cách tiến dần đến hàm số

cần tìm. Với hàm số tìm được ta kiểm tra lại xem nó có thoả mãn tất cả

những tính chất Tk hay không? Thường giải phương trình hàm được đưa về

giải hệ phương trình hay một dãy truy hồi. Từ những kết quả đã đạt được

về đa thức hoặc hàm liên tục ta có thể dễ dàng giải được bài toán. Trong

luận văn này chúng tôi sử dụng một số kết quả của đại số tuyến tính vào

xây dựng phương trình hàm trên tập tự nhiên N. Nội dung luận văn này

gồm có hai chương:

Chương I, trình bày khái niệm ma trận và phép toán, định thức và các

tính chất của định thức, đại số Matn(K), các ma trận vuông cấp N, vectơ
riêng, giá trị riêng, vành ma trận, ma trận nghịch đảo, phương trình đặc

trưng của ma trận, chéo hoá ma trận vuông.

Chương II, trình bày khái niệm giá trị riêng của hàm ma trận, xét dãy

truy hồi qua phép nhân ma trận, ứng dụng xây dựng và giải phương trình

hàm trên tập N.
Luận văn có sử dụng một số phương trình hàm của thầy giáo hướng dẫn.

Luận văn được hoàn thành với sự hướng dẫn và chỉ bảo tận tình của

PGS.TS. Đàm Văn Nhỉ - Đại học Sư Phạm Hà Nội. Em xin được bày tỏ
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lòng biết ơn sâu sắc đối với sự quan tâm, động viên và chỉ bảo hướng dẫn

của Thầy. Em xin trân trọng cảm ơn tới các Thầy, Cô trong Trường Đại

học Khoa học - Đại học Thái Nguyên, phòng Đào tạo Trường Đại học Khoa

học. Đồng thời tôi xin cảm ơn tới Sở Giáo dục - Đào tạo Quảng Ninh, Ban

Giám hiệu, các đồng nghiệp Trường THPT Cô Tô - Huyện Cô Tô đã tạo

điều kiện cho tôi học tập và hoàn thành luận văn này.
Thái Nguyên, ngày 16 tháng 8 năm 2013

Tác giả

Ngô Văn Tuấn
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Chương 1

Ma trận

1.1 Ma trận và định thức

1.1.1 Ma trận và phép toán

Định nghĩa 1.1.1. Một bảng gồm m.n số được viết thành m dòng, n cột

như sau: 

a11 a12 . . . a1j . . . a1n
a21 a22 . . . a2j . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai1 ai2 . . . aij . . . ain
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amj . . . amn


(1.1)

được gọi là một ma trận kiểu (m,n).

Mỗi số aij được gọi là một thành phần của ma trận. Nó nằm ở dòng thứ

i và cột thứ j.

Ta thường kí hiệu ma trận bởi các chữ in hoa: A, B ... Có thể viết ma

trận (1.1) một cách đơn giản bởi

A = (aij)(m,n)

Khi đã biết rõ m và n thì còn có thể viết là A = (aij).

Nếu ma trận chỉ có một dòng (một cột) thì ta gọi nó là ma trận dòng

(ma trận cột).

Nếu m = n thì ma trận được gọi ma trận vuông cấp n và viết

A = (aij)(n).
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Định nghĩa 1.1.2. Ta gọi ma trận

a11 a21 . . . ai1 . . . am1

a12 a22 . . . ai2 . . . am2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1j a2j . . . aij . . . amj
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1n a2n . . . ain . . . amn


là ma trận chuyển vị của ma trận (1.1) và kí hiệu là tA.

Như vậy ma trận tA thu được từ A bằng cách đổi dòng thứ i của A thành

cột thứ i của tA và nếu A là ma trận kiểu (m,n) thì ma trận chuyển vị tA

là ma trận kiểu (n,m).

Các phép toán trên các tập ma trận

Ta đã biết trên tập hợp HomK(V,W ) có phép cộng hai ánh xạ tuyến

tính và phép nhân một ánh xạ tuyến tính với một số. Hơn nữa, khi đã cố

định hai cơ sở của V và W , ta có song ánh

Φ : HomK(V,W ) −→Mat(m,n)(K).

Bây giờ ta muốn định nghĩa các phép toán trên các ma trận sao cho "phù

hợp" với các phép toán trên các ánh xạ tuyến tính. Chẳng hạn ma trận của

tổng hai ánh xạ phải bằng tổng hai ma trận của những ánh xạ ấy.

Phép cộng hai ma trận

Mệnh đề và định nghĩa: Giả sử A = (aij)(m,n) và B = (bij)(m,n) lần

lượt là các ma trận của ánh xạ tuyến tính f, g ∈ HomK(V,W ) đối với hai

cơ sở (ε) và (ξ) đã chọn trong V và W . Thế thì ma trận của ánh xạ tuyến

tính f + g đối với hai cơ sở ấy là C = (aij + bij)(m,n).

Ma trận C được gọi là tổng của hai ma trận A và B kí hiệu là A+B

Chứng minh. Theo giả thiết

f(~εj) =
m∑
i=1

aij~ξi, g(~ε)j =
m∑
i=1

bij~εi,∀j ∈ {1, 2, 3, . . . , n}.
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Do đó: (f + g)(~εj) = f(~εj)+g(~εj) =
m∑
i=1

aij~ξi+
m∑
i=1

bij~ξi =
m∑
i=1

(aij + bij)~ξi,

với mọi j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Vậy ma trận của f + g đối với hai cơ sở đã cho là (aij + bij)(m,n).

Quy tắc cộng ma trận: Muốn cộng hai ma trận ta chỉ việc cộng các

thành phần tương ứng (cùng dòng, cùng cột) của chúng:

(aij)(m,n) + (bij)(m,n) = (aij + bij)(m,n).

Phép nhân ma trận với một số

Mệnh đề và định nghĩa: Giả sử A = (aij)(m,n) là ma trận của ánh xạ

tuyến tính f ∈ HomK(V,W ) đối với hai cơ sở (ε) và (ξ) đã chọn trong V

và W , k ∈ K. Thế thì ma trận của ánh xạ tuyến tính f.g đối với hai cơ sở

ấy là C = (kaij)(m,n).

Ma trận C được gọi là tích của hai ma trận A với số k, kí hiệu là kA.

Quy tắc nhân ma trận với một số: Muốn nhân một ma trận A với

một số k ta chỉ việc nhân số k với mọi thành phần của A.

Phép trừ hai ma trận

Định nghĩa 1.1.3. Ma trận (−1)A được gọi là đối của ma trận A. Kí hiệu

là −A. Với ma trận A và B, tổng A + (-B) được gọi là hiệu của A và B.

Kí hiệu là A - B.

Như vậy, với A = (a(ij))(m,n) và B = (bij)(m,n) ta có: −B = (−bij)(m,n),
A−B = (aij − bij)(m,n)

Tích của hai ma trận

Mệnh đề 1.1.1. Giả sử trong mỗi không gian U, V, W đã chọn một cơ sở

cố định, A = (a(ij))(m,n) là ma trận của ánh xạ tuyến tính

f : V −→ W,B = (b(ij))(n,p)

là ma trận của ánh xạ tuyến tính f : U −→ V. Thế thì ma trận của ánh xạ

tuyến tính fg là ma trận

C = (c(ik))(m,p), trong đó cik =
m∑
j=1

(aijbjk)
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Ma trận C được gọi là tích của hai ma trận A và B, kí hiệu là AB.

Chứng minh. Giả sử (ε) = {~ε1~ε2 . . . ~εp} là cơ sở của U,

(ξ) = {~ξ1, ~ξ2, . . . , ~ξn} là cơ sở của V, (ξ) = {~ξ2, . . . , ~ξm} là cơ sở của W .

Theo định nghĩa ma trận của ánh xạ tuyến tính, ta có:

f(ξj) =
m∑
i=1

aij~ζi, g(~εk) =
m∑
j=1

bij~ξj, fg(~εk) =
m∑
i=1

cik~ζi.

Do đó

fg(~εk) =
n∑
j=1

bjkf(~ξj) =
n∑
i=1

bjk

m∑
i=1

aij~ζj =
m∑
i=1

(
n∑
j=1

aijbjk)~ζi.

Vậy:

m∑
i=1

cik~ζi =
m∑
i=1

(
n∑
j=1

aijbjk)~ζi.

Vì hệ (ζ) độc lập tuyến tính nên cik =
m∑
j=1

aijbjk.

Quy tắc nhân hai ma trận: Muốn tìm thành phần cik của một ma

trận tích AB ta phải lấy mỗi thành phần aij của dòng thứ i trong ma trận

A nhân với thành phần bjk của cột thứ k của ma trận B rồi cộng lại.

Chú ý.

1) Theo định nghĩa tích AB chỉ được xác định khi số cột của ma trận A

bằng số dòng của ma trận B.

2) Phép nhân ma trận không có tính giao hoán.

Mệnh đề 1.1.2. Với các ma trận A, B, C và mọi số k ∈ K, ta có các đẳng

thức sau (nếu các phép toán có nghĩa):

1) Tính kết hợp: (AB)C = A(BC);

2) Tính chất phân phối của phép nhân đối với phép cộng:

A(B + C) = AB + AC, (A+B)C = AC +BC;

3) k(AB) = (kA)B = A(kB).
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1.1.2 Định thức và tính chất của định thức

Định nghĩa 1.1.4. Với ma trận vuông



a11 a12 . . . a1j . . . a1n
a21 a22 . . . a2j . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai1 ai2 . . . aij . . . ain
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . anj . . . ann


ta gọi tổng

D =
∑
s∈S(n)

sgn(s)a1s(1)a2s(2) . . . ais(i) . . . ans(n)

là định thức của ma trận A và kí hiệu bởi∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1j . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai1 ai2 . . . aij . . . ain
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
hay |A| hay det(A).

Trong cách kí hiệu này ta cũng nói mỗi aij là một thành phần, các thành

phần ai1, ai2, . . . , ain tạo thành dòng thứ i, các thành phần a1j, a2j, . . . , anj
tạo thành cột thứ j của định thức. Khi ma trận A có cấp n ta cũng nói |A|
là một định thức cấp n.

Ta thấy, mỗi hạng tử của định thức cấp n là một tích của n thành phần

cùng với một dấu xác định, trong mỗi tích không có hai thành phần nào

cùng dòng hoặc cùng cột.

Tính chất 1.1.1. Nếu định thức

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1j . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
′

i1 + a
′′

i1 a
′

i2 + a
′′

i2 . . . a
′

ij + a
′′

ji . . . a
′

in + a
′′

in

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
8



mà mọi thành phần ở dòng thứ i đều có dạng aij = a
′

ij + a”ij thì

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1j . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
′

i1 a
′

i2 . . . a
′

ij . . . a
′

in

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1j . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
′′

i1 a
′′

i2 . . . a
′′

ij . . . a
′′

in

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Chứng minh. Kí hiệu hai định thức ở vế phải lần lượt là D′ và D′′.

Theo định nghĩa định thức ta có:

D =
∑
σ∈S(n)

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) . . . (a
′
iσ(i) + a

′′
iσ(i)) . . . anσ(n)

=
∑
σ∈S(n)

sgn(σ)a1σ(1) . . . a
′
iσ(i) . . . anσ(n)

+
∑
σ∈S(n)

sgn(σ)a1σ(1) . . . a
”
iσ(i) . . . anσ(n)

= D′ +D′′.

Tính chất 1.1.2. Nếu mọi thành phần ở dòng thứ i của định thức có thừa

số chung c thì có thể đặt c ra ngoài dấu định thức, tức là:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1j . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

cai1 cai2 . . . caij . . . cain
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1j . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai1 ai2 . . . aij . . . ain
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Chứng minh. Kí hiệu định thức ở vế trái bởi D′, ở vế phải bởi D, ta có:

D′ =
∑
σ∈S(n)

sgn(σ)a1σ(1) . . . caiσ(i) . . . anσ(n) =
∑
σ∈S(n)

sgn(σ)a1σ(1) . . . anσ(n)

= cD.
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