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Lời nói đầu

Các bài toán cực trị là một trong những vấn đề quan trọng của cả toán học

cao cấp lẫn toán học sơ cấp. Trong chương trình toán sơ cấp ở bậc phổ thông

trung học, giá trị bé nhất hoặc lớn nhất của các hàm một biến hoặc nhiều biến

trên một miền nào đó được tìm bằng một trong các phương pháp sau đây:

- Dùng đạo hàm khảo sát hàm số trên miền đã cho (đối với hàm một biến).

- Dùng lý thuyết về tam thức bậc hai (phương pháp miền giá trị).

- Sử dụng các bất đẳng thức khác nhau.

Các bài toán tìm giá trị bé nhất hoặc lớn nhất của hàm nhiều biến (theo

thuật ngữ của toán cao cấp) rất thường hay xuất hiện ở câu hỏi phân loại của

các đề thi tuyển sinh đại học và cao đẳng môn Toán học (xem đề thi tuyển

sinh đại học môn Toán các khối A,B,D từ năm 2002 đến năm 2012). Để giải các

bài toán này thường phải vận dụng phương pháp thứ ba (phương pháp dùng

bất đẳng thức), hai phương pháp đầu hầu như không phát huy tác dụng. Vì

vậy, để nâng cao khả năng giải các bài toán cực trị của các hàm nhiều biến,

học sinh phải rèn luyện rất nhiều về các bất đẳng thức. Các bất đẳng thức mà

học sinh phổ thông thường sử dụng là bất đẳng thức Cauchy, bất đẳng thức

Cauchy –Schwarz (hay còn gọi là bất đẳng thức Bunhiacovski). Các bất đẳng

thức này có các dạng tổng quát khác nhau, chẳng hạn tổng quát hơn bất đẳng

thức Cauchy là bất đẳng thức Cauchy suy rộng, tổng quát hơn bất đẳng thức

Cauchy - Schwarz là bất đẳng thức Holder.

Tác giả Phan Huy Khải (xem [P.H.Khải1]) đã sử dụng bất đẳng thức Cauchy

suy rộng để tìm cực tiểu của một lớp các hàm nhiều biến mà tác giả gọi là các
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phân thức chính quy. Theo hướng này, trong [H.V. Hùng 1] tác giả Hoàng Văn

Hùng đã dùng bất đẳng thức Holder để tìm giá trị bé nhất hoặc lớn nhất của

một lớp các hàm nhiều biến có dạng tỉ số của hai phân thức đồng dạng. Hướng

nghiên cứu này cho thấy mỗi một bất đẳng thức chứa nhiều biến hầu như cho

khả năng kết luận về cực trị của một lớp nào đó các hàm nhiều biến. Vấn đề là

các lớp hàm đưa ra phải đủ đơn giản về dạng để dễ nhận biết, có như vậy người

sử dụng mới có thể nhớ và vận dụng được linh hoạt.

Bản luận văn “Cực trị của một số hàm nhiều biến có các dạng đặc

biệt” nghiên cứu một số bất đẳng thức chứa nhiều biến và đưa ra kết luận tương

ứng về giá trị bé nhất hoặc lớn nhất của một số lớp hàm nhiều biến có dạng đặc

biệt. Nội dung của bản luận văn gồm Lời nói đầu, 03 chương và Phần kết luận:

Chương 1: Một số các bất đẳng thức cổ điển

Chương 2: Cực trị của một số hàm nhiều biến dạng đặc biệt

Chương 3: Cực trị của các hàm của hai đa thức đối xứng hai biến

Trong chương 1 tác giả đưa ra các bất đẳng thức cổ điển Cauchy, Bunhia-

covski, Holder, Mincowski cùng với một số hệ quả và mở rộng của chúng. Tất cả

các bất đẳng thức được đưa ra đều được chứng minh chặt chẽ, theo cách ngắn

gọn nhất mà tác giả biết.

Chương 2 dành cho các định lý về giá trị bé nhất của các phân thức k– chính

quy, giá trị lớn nhất và bé nhất của các hàm có dạng tỷ số của hai phân thức

đồng dạng, suy rộng kết quả cho tỷ số của các hàm một biến có dạng đặc biệt,

giá trị bé nhất và lớn nhất của các hàm nửa cộng tính. Sau mỗi định lý đều có

các ví dụ minh hoạ lấy từ các đề tuyển sinh đại học môn Toán của các khối A,

B, D từ năm 2002 đến 2012 và một số tài liệu tham khảo về các bài toán cực

trị, bất đẳng thức. Tất cả các định lý đều được chứng minh chặt chẽ.

Chương 3 dành cho việc xét bài toán giá trị bé nhất và lớn nhất của các hàm

hai biến biểu diễn được qua các đa thức đối xứng của hai biến u = x + y và v =

xy. Tác giả đã đưa ra và chứng minh hai định lý về giá trị bé nhất và lớn nhất
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của các hàm dạng này. Một số ví dụ minh hoạ cho áp dụng của các định lý của

chương này được lấy từ các đề tuyển sinh đại học môn Toán của các khối A, B,

D từ năm 2002 đến 2012. Các ví dụ khác do tác giả sáng tác.

Phần tài liệu tham khảo gồm 07 tài liệu.

Tác giả xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới thày hướng dẫn TS. Hoàng Văn

Hùng, Viện Khoa học Cơ bản, Trường Đại học Hàng hải Việt Nam, thầy đã tận

tình hướng dẫn tác giả trong suốt quá trình chuẩn bị luận văn.

Tác giả cũng xin chân thành cám ơn các thày cô công tác tại: Trường Đại

học khoa học, Trường Đại học sư phạm, Khoa công nghệ thông tin- Đại học

Thái Nguyên, Trường Đại học khoa học- Đại học Quốc gia Hà Nội, Trường Đại

học sư phạm Hà Nội, Trường Đại học Hải Phòng, Viện Công nghệ Thông tin,

Viện Toán học- Viện Khoa học và Công nghệ Việt Nam đã rất quan tâm và tạo

điều kiện cho tác giả hoàn thành chương trình học tập bậc cao học trong suốt

thời gian qua.

Hải Phòng, ngày 10 tháng 5 năm 2013

Tác giả

Lê Minh Tiến
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Chương 1

Một số các bất đẳng thức cổ điển

Chương này chứng minh một số các bất đẳng thức cổ điển như bất đẳng thức

Cauchy, bất đẳng thức Cauchy – Bunhiacovski, bất đẳng thức Holder và các mở

rộng của chúng. Các chứng minh đưa ra trong chương này không giống các cách

chứng minh truyền thống của các bất đẳng thức nêu trên trong các sách phổ

thông về chủ đề bất đẳng thức.

1.1 Bất đẳng thức Cauchy và các hệ quả

Mệnh đề 1.1.1: Với mọi số thực x ta có bất đẳng thức ex ≥ x+1. Dấu đẳng

thức xảy ra khi và chỉ khi x = 0.

Chứng minh. Xét hàm f(x) = ex−x−1 ta có f ′(x) = ex−1, f ′(x) = 0↔ x = 0.

Khi x < 0 ta có f ′(x) < 0, khi x > 0 ta có f ′(x) > 0. Vậy f(x) đạt cực tiểu thực

sự và toàn cục tại x = 0. Ta có f(0) = 0. Vậy f(x) ≥ 0 với mọi số thực x, dấu

đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x=0. Khẳng định này tương đương với bất đẳng

thức ex ≥ x+ 1, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x = 0.

Định lý 1.1.2 (bất đẳng thức Cauchy): Nếu xi ( i =1,2,..,n) là n số dương

thì:

1

n

n∑
i=1

xi ≥ n

√√√√ n∏
i=1

xi

dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x1 = x2 = ... = xn
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Chứng minh. Đặt A =
1

n

n∑
i=1

xi, G = n

√
n∏
i=1

xi. Áp dụng khẳng định của mệnh

đề 1.1.1 với x =
xi
A
− 1 ( i = 1,..,n) ta có: e

xi
A
−1 ≥ xi

A
(dấu đẳng thức xảy ra khi

và chỉ khi
xi
A

= 1↔ xi = A).

Vì các xi đều là các số dương nên từ bất đẳng thức trên ta suy ra:

n∏
i=1

e
xi
A
−1 ≥

n∏
i=1

(
xi
A
) =

Gn

An
↔ e

n∑
i=1

xi
A
−n
≥ Gn

An
↔ 1 = en−n ≥ Gn

An

↔ An ≥ Gn ↔ A ≥ G↔ 1

n

n∑
i=1

xi ≥ n

√
n∏
i=1

xi

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi xi =A với mọi i ↔ tất cả các xi phải

bằng nhau.

Tiếp theo ta ký hiệu R∗n+ là tập hợp các véc tơ x = (x1, ..., xn) của Rn mà

mọi thành phần xi đều dương, Q∗n+ là tập con của R∗n+ mà mọi thành phần của

các véc tơ thuộc nó đều là các số hữu tỉ dương. Ta sẽ gọi mỗi véc tơ thuộc Q∗n+

là một véc tơ hữu tỷ dương n- chiều. Hàm thực n biến f(x)= f (x1, ..., xn ) gọi là

liên tục tại điểm x* = (x∗1, ..., x
∗
n) ∈ Rn nếu x* thuộc tập xác định của f(x) và

với mọi dãy {ξk = (ξ1k, ..., ξnk)} nằm trong tập xác định của f(x) thoả mãn:

lim
k→∞

ξik = x∗i (∀i ∈ {1, ..., n}) (1.1)

ta luôn có lim
k→∞

f(ξk) = f(x∗). Khi (1.1) đúng ta nói dãy {ξk = (ξ1k, ..., ξnk)} hội

tụ tới x* và ký hiệu lim
k→∞

ξk = x∗.

Nếu D là một tập con của tập xác định của f(x) và f(x) liên tục tại mọi x ∈D

ta nói f(x) liên tục trên D. Một véc tơ p = (p1, ..., pm) ∈ R∗m+ gọi là một hệ trọng

lượng chuẩn nếu
m∑
i=1

pi = 1. Ta có mệnh đề sau:

Mệnh đề 1.1.3: Giả sử F(p,x), G(p,x) là hai hàm xác định trên R∗m+ × R∗n+

và liên tục theo biến p trên R∗m+ với mỗi x cố định ∈ R∗n+ . Khi đó:

1) Nếu bất đẳng thức F(p,x) ≥ G(p,x) đúng với mọi (p,x) ∈ Q∗m+ × R∗n+ thì

nó cũng đúng với mọi (p,x) ∈ R∗m+ × R∗n+ .

6



2) Nếu bất đẳng thức F(p,x) ≥ G(p,x) đúng với mọi cặp (p,x) ∈ Q∗m+ × R∗n+

trong đó p là một hệ trọng lượng chuẩn thì nó cũng đúng với mọi cặp (p,x) ∈

R∗m+ × R∗n+ trong đó p là một hệ trọng lượng chuẩn.

Chứng minh. 1) Giả sử (p*,x*) là một cặp tuỳ ý thuộc R∗m+ × R∗n+ . Tồn

tại một dãy {pk} các véc tơ hữu tỷ dương sao cho lim
k→∞

pk = p∗. Khi đó theo giả

thiết ta có:

F(pk,x*) ≥ G(pk,x*) với mọi k nguyên dương. (1.2)

Cho k dần tới vô cực trong (1.2) và dùng tính liên tục của các hàm F, G theo

biến p ta được điều cần chứng minh: F(p*,x*) ≥ G(p*,x*).

2) Chứng minh hoàn toàn tương tự như phần 1). Chỉ cần nhận xét rằng nếu

p* là một hệ trọng lượng chuẩn tuỳ ý thì bao giờ cũng tồn tại một dãy các hệ

trọng lượng chuẩn gồm toàn các véc tơ hữu tỷ dương {pk} sao cho lim
k→∞

pk = p∗.

Định lý 1.1.4 (bất đẳng thức Cauchy suy rộng):

Giả sử x= (x1, x2...xn) là một véc tơ thuộc R∗n+ và p = (p1, . . . , pn) là một hệ

trọng lượng chuẩn. Khi đó ta có bất đẳng thức:
n∑
i=1

pixi ≥
n∏
i=1

xpii (1.3)

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh bất đẳng thức (1.3) đúng với mọi

hệ trọng lượng chuẩn hữu tỷ. Giả sử pi là các số hữu tỷ dương sao cho
n∑
i=1

pi = 1.

Quy đồng mẫu số chung cho tất cả các pi ta có thể xem pi =
mi

m
trong đó

mi(i = 1, 2, . . . , n) và m là các số nguyên dương thoả mãn
n∑
i=1

mi = m. Áp dụng

bất đẳng thức Cauchy cho m số dương: m1 số x1, m2 số x2 ,. . . , mn số xn ta

được:

1

m

n∑
i=1

mixi ≥ m

√
n∏
i=1

xmi

i ↔
n∑
i=1

mi

m
xi ≥

n∏
i=1

x
mi/m
i ↔

n∑
i=1

pixi ≥
n∏
i=1

xpii

Vậy (1.3) đúng với mọi cặp (p,x) ∈ Q∗n+ × R∗n+ . Đặt F(p,x) =
n∑
i=1

pixi, G(p,x)

=
n∏
i=1

xpii
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Rõ ràng F(p,x) và G(p,x) là các hàm liên tục theo p = (p1, . . . , pn) trên miền

R∗n+ với mỗi x cố định thuộc R∗n+ . Áp dụng khẳng định 2) của mệnh đề 1.1.3 ta

suy ra tính đúng đắn của bất đẳng thức Cauchy suy rộng (1.3).

Mệnh đề 1.1.5: Nếu xj(j = 1, 2, ..., k) là các số dương thoả mãn
k∏
j=1

xj = 1

và α/β > 1 thì:
k∑
j=1

xαj ≥
k∑
j=1

xβj (1.4)

Nhận xét: Bất đẳng thức (1.4) cho câu trả lời khẳng định đối với câu hỏi

đặt ra bởi tác giả Lê Thống Nhất trong bài báo “Những suy nghĩ ban đầu về đề

thi tuyển sinh đại học môn Toán năm 2001” (Tạp chí Toán học và Tuổi trẻ số

8/2001)

Chứng minh. Chứng minh bất đẳng thức (1.4) được chia làm hai bước:

i) Bước 1: Ta sẽ chứng minh rằng nếu m, n là các số nguyên dương và m>n

thì:
k∑
j=1

x
m/n
j ≥

k∑
j=1

xj (1.5)

Với mỗi j ∈ {1, 2, ..., k} áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho m số dương: n số

bằng xm/nj và m – n số bằng 1 ta có:

nx
m/n
j +m− n ≥ mxj (j = 1, 2, ..., k) (1.6)

Đặt A =
k∑
j=1

x
m/n
j , cộng các vế của k bất đẳng thức trong (1.6) rồi áp dụng

bất đẳng thức Cauchy cho k số dương xj(j = 1, 2, ..., k) (chú ý
k∏
j=1

xj = 1) ta suy

ra:

nA+ k(m− n) ≥ m
k∑
j=1

xj = n
k∑
j=1

xj + (m− n)
k∑
j=1

xj

≥ n
k∑
j=1

xj + k(m− n)→ A ≥
k∑
j=1

xj

Vậy bất đẳng thức (1.5) đúng, tức bất đẳng thức (1.4) đúng với α là số hữu

tỷ α =
m

n
, m, n là các số nguyên dương, m > n và β = 1
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