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ơn sâu sắc tới GS.TSKH Hà Huy Khoái, người thầy đã tận tình dạy bảo,

hướng dẫn em trong suốt quá trình học tập và nghiên cứu.
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chân thành đến Ban giám hiệu, Phòng đào tạo, khoa Toán - Tin trường
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LỜI NÓI ĐẦU

Phương trình hàm là phương trình có chứa ẩn dưới dạng hàm số chưa

biết. Giải phương trình hàm là tìm hàm số chưa biết từ phương trình hàm

đã cho.

Lý thuyết phương trình hàm là một trong những lĩnh vực nghiên cứu

quan trọng của lý thuyết số và giải tích toán học. Các dạng toán về phương

trình hàm rất phong phú, bao gồm các phương trình tuyến tính, phương

trình hàm một ẩn hoặc nhiều ẩn...

Phương trình hàm cũng là một chuyên đề quan trọng bồi dưỡng học

sinh khá giỏi bậc trung học phổ thông. Các bài toán về phương trình hàm

thường có trong các đề thi học sinh giỏi toán trong và ngoài nước. Tuy

nhiên, cho đến nay học sinh các trường chuyên lớp chọn nói riêng và người

giải toán nói chung còn biết rất ít các phương trình chính thống để giải

phương trình hàm, thậm chí còn lúng túng không biết định hướng khi tiếp

cận một phương trình hàm.

Mục đích của luận văn là dựa trên việc tìm hiểu các phương trình hàm

cũng như một số tài liệu liên quan đến phương trình hàm để hình thành

phương pháp phân tích, khai thác các dữ liệu, dự đoán hướng giải, các kỹ

thuật biến đổi,...trên cơ sở đó hình thành một số phương pháp giải phương

trình hàm.

Nội dung luận văn gồm 2 chương:

• Chương 1: Kiến thức cơ bản: Trong chương này trình bày một số tính

chất đặc trưng của hàm số và các phương trình hàm cơ bản.

• Chương 2: Một số phương pháp giải phương trình hàm.
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MỘT SỐ KÝ HIỆU VÀ CHỮ VIẾT TẮT

Với mọi x được viết là ∀x

Tập các số tự nhiên được ký hiệu là N

Tập các số nguyên được ký hiệu là Z

Tập các số hữu tỉ được ký hiệu là Q

Tập các số thực được ký hiệu là R
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Chương 1

Kiến thức cơ bản

1.1 Một số tính chất đặc trưng của hàm số

Xét hàm số f(x) với tập xác định làD(f) ⊂ R và tập giá trịR(f) ⊂ R.

1.1.1. Hàm số chẵn, hàm số lẻ

Định nghĩa 1.1.1.

• Hàm số f(x) được gọi là hàm số chẵn trênM,M ⊂ D(f), nếu ∀x ∈M
ta có −x ∈M và f(−x) = f(x).

• Hàm số f(x) được gọi là hàm số lẻ trên M,M ⊂ D(f), nếu ∀x ∈ M
ta có −x ∈M và f(−x) = −f(x).

1.1.2. Hàm số đơn điệu

Định nghĩa 1.1.2.

• Hàm số f(x) được gọi là hàm số đồng biến trên tập N ⊂ D(f) nếu

∀x1, x2 ∈ N, x1 6= x2, thì ta có
f(x1)− f(x2)

x1 − x2
> 0.

• Hàm số f(x) được gọi là hàm số nghịch biến trên tập N ⊂ D(f) nếu

∀x1, x2 ∈ N, x1 6= x2, thì ta có
f(x1)− f(x2)

x1 − x2
6 0.
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• Hàm số đồng biến và nghịch biến trên tập N gọi chung là hàm đơn

điệu trên tập N.

1.1.3. Hàm số liên tục

Định nghĩa 1.1.3.

• Giả sử hàm số y = f(x) được xác định tại điểm x0. Ta nói rằng f(x)

liên tục tại điểm x = x0 nếu lim
x→x0

f(x) = f(x0).

• Hàm số f(x) liên tục trên khoảng (a, b) nếu f(x) liên tục tại mọi điểm

thuộc khoảng (a, b) .

• Hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a, b] nếu f(x) liên tục trên khoảng

(a, b) và đồng thời liên tục phải tại a , liên tục trái tại b, có nghĩa: lim
x→a+

f(x) = f(a)

lim
x→b−

f(x) = f(b).

1.1.4. Hàm số khả vi ( Tính có đạo hàm của hàm số)

Định nghĩa 1.1.4.

• Cho hàm số f(x) ,x0 ⊂ D(f). Ta nói f(x) khả vi tại x0 khi và chỉ

khi tồn tại giới hạn hữu hạn lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
. Giới hạn đó

kí hiệu là f’(x0) và được gọi là đạo hàm của hàm f(x) tại x0. Khi đó,

ta cũng nói f(x) khả vi tại x0.

• Hàm số f(x) được gọi là khả vi trên tập D ⊂ D(f) ⇔ f(x) khả vi tại

mọi điểm thuộc D ⇔ f(x) có đạo hàm tại mọi điểm thuộc D.

1.1.5. Hàm số tuần hoàn và phản tuần hoàn cộng tính

Hàm tuần hoàn cộng tính.

Định nghĩa 1.1.5.1.

• Hàm số f(x) được gọi là hàm tuần hoàn cộng tính chu kỳ a(a > 0)

trên M nếu M ⊂ D(f) và

{
∀x ∈M ⇒ x± a ∈M
f(x+ a) = f(x),∀x ∈M.
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• Cho f(x) là một hàm tuần hoàn trên M . Khi đó T (T > 0) được gọi

là chu kỳ cơ sở của f(x) nếu f(x) tuần hoàn với chu kỳ T mà không

là hàm tuần hoàn với bất cứ chu kỳ nào bé hơn T .

Hàm phản tuần hoàn cộng tính.

Định nghĩa 1.1.5.2.

• Hàm số f(x) được gọi là hàm phản tuần hoàn cộng tính chu kỳ b(b > 0)

trên M nếu M ⊂ D(f) và

{
∀x ∈M ⇒ x± b ∈M
f(x+ b) = −f(x),∀x ∈M.

• Nếu f(x) là một hàm phản tuần hoàn chu kỳ b0 trên M mà không là

hàm phản tuần hoàn với bất cứ chu kỳ nào bé hơn b0 trên M thì b0

được gọi là chu kỳ cơ sở của hàm phản tuần hoàn f(x) trên M .

1.1.6. Hàm số tuần hoàn và phản tuần hoàn nhân tính

Định nghĩa 1.1.6.1.

• f(x) được gọi là hàm tuần hoàn nhân tính chu kỳ a (a /∈ {0, 1,−1})

trên M nếu M ⊂ D(f) và

{
∀x ∈M ⇒ a±1x ∈M
f(ax) = f(x),∀x ∈M.

Định nghĩa 1.1.6.2.

• f(x) được gọi là hàm phản tuần hoàn nhân tính chu kỳ a (a /∈ {0, 1,−1})

trên M nếu M ⊂ D(f) và

{
∀x ∈M ⇒ a±1x ∈M
f(ax) = −f(x),∀x ∈M.

1.2 Các phương trình hàm cơ bản

1.2.1. Phương trình hàm cơ bản 1 ( Phương trình hàm Cauchy)

Bài toán 1: Xác định các hàm f(x) liên tục trên R và thỏa mãn điều

kiện

f (x+ y) = f (x) + f (y) ,∀x, y ∈ R. (1)

Bài giải:

Cho x = 0, y = 0 từ (1) ta được f(0) = 0. (2)

Cho x = −y, từ (1) suy ra f(−x) = −f(x). (3)
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