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LỜI NÓI ĐẦU

Đã từ lâu, người ta rất quan tâm đến những phương trình kiểu x2 + y2 = z2

hay x3+y3 = z3 với x, y, z nguyên. Việc giải các bài toán này khi z 6= 0 cũng chính

là việc tìm các điểm hữu tỷ trên đường cong phẳng x2 + y2 = 1 hay x3 + y3 = 1.

Chính vì vậy một vấn đề nẩy sinh là xác định các điểm hữu tỷ trên đường cong

phẳng. Để có thể xác định được hầu hết các điểm hữu tỷ, người ta thường tham

số hóa đường cong phẳng trong R2.

Một vấn đề nữa cũng được nhiều người quan tâm là: Một kết quả trong hình

học đúng cho đường tròn thì còn đúng cho đường elip, hypecbol, parabol không?

Để có được kết quả đúng cho đường conic thì các hệ thức phải có các hệ số tương

ứng kèm theo.

Vấn đề thứ ba là: Mô tả một tập hợp điểm trong hình học phẳng không phải

cứ dùng thước kẻ và compa là dựng được. Khi đó muốn tìm quỹ tích các điểm

trong mặt phẳng ta có thể mô tả qua đường cong phẳng.

Với ba vấn đề đặt ra ở trên luận văn này tập trung nghiên cứu về đường cong

phẳng và mở rộng một vài kết quả đã biết từ lâu. Luận văn được chia làm ba

chương.

Chương 1. Trình bày một vài kiến thức chuẩn bị về nhóm, vành đa thức, kết

thức và biệt thức.

Chương 2. Tập trung trình bày về đường cong phẳng. Mục 2.1 trình bày khái

niệm đường cong phẳng. Chúng tôi đã chứng minh được mệnh đề 2.1.2. về giao

hữu hạn điểm của hai đường cong phẳng. Mục 2.2 trình bày việc tham số hóa

các đường conic và một vài đường cong phẳng khác. Chúng tôi tham số hóa theo
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kiểu phân thức hữu tỷ để áp dụng vào xác định điểm hữu tỷ trên đường cong

phẳng. Cạnh đó chúng tôi cũng tham số hóa hàm lượng giác để chuyển một vài

kết quả từ đường tròn sang elip. Mục 2.3 chúng tôi trình bày một phương pháp

xác định điểm hữu tỷ trên đường conic. Mục 2.4 trình bày cấu trúc nhóm trên

đường cong bậc ba không có điểm kỳ dị. .

Chương 3. Một số ứng dụng

Mục 3.1 trình bày một vài bài hình sơ cấp qua tham số hóa. Trong mục này

tôi đã sử dụng tham số hóa để giải quyết một số bài toán tập hợp điểm mà quỹ

tích của chúng là một đường cong phẳng bậc ba. Mục 3.2 đưa ra cách giải một

vài phương trình nghiệm nguyên sử dụng phương pháp tham số hóa. Mục 3.3

trình bày về khái niệm và một vài tính chất của phép biến hình Nab. Trong mục

này tôi trình bày định lý Ptolemy và định lý Newton đối với đường tròn. Từ kết

quả này sử dụng phép biến hình Nab phát hiện ra một số kết quả tương tự cho

elip. Mục 3.4 tôi trình bày một số bài toán về đường cong phẳng bậc ba đặc biệt

là bài toán đường cong phẳng 21- điểm K3.

Đích cuối cùng luận văn muốn đạt được là:

1. Kết thức và phép khử với những tính chất cơ bản và ứng dụng.

2. Đường cong phẳng trong mặt phẳng và một vài tính chất.

3. Tham số hóa đường cong phẳng và sử dụng tham số hóa đường cong phẳng

trong một số bài toán về phương trình nghiệm nguyên, điểm hữu tỷ và một số

bài hình sơ cấp.

4. Phương pháp tìm điểm hữu tỷ trên đường conic và cấu trúc nhóm trên

đường cong phẳng bậc ba không kỳ dị.

5. Trình bày phép biến hình Nab và một vài tính chất.

6. Bài toán đường cong phẳng 21 - điểm K3.

Dù đã rất cố gắng, nhưng chắc chắn nội dung được trình bày trong luận văn

không tránh khỏi những thiếu sót nhất định, em rất mong nhận được sự góp ý

của các thầy cô giáo và các bạn.
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Chương 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

1.1 Nhóm

Giả sử X là một tập khác rỗng. Xét tích X ×X = {(a, b) |a, b ∈ X } . Một ánh

xạ ∗ : X ×X → X được gọi là một phép toán hai ngôi trên X. Giả thiết ∗ là một

phép toán hai ngôi trên X. Phép toán ∗ được gọi là có tính chất kết hợp nếu

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) thỏa mãn cho mọi a, b, c ∈ X. Phép toán ∗ được gọi là có

tính chất giao hoán nếu a ∗ b = b ∗ a thỏa mãn cho mọi a, b ∈ X. Giả sử A là một

tập con của X. Tập A được gọi là ổn định với phép toán ∗ nếu a ∗ b ∈ A với mọi

a, b ∈ A.

Định nghĩa 1.1.1. Giả sử tập X 6= ∅ với phép toán hai ngôi ∗. Phần tử e ∈ X

được gọi là phần tử trung hòa nếu a ∗ e = e ∗ a = a thỏa mãn cho mọi a ∈ X.

Định nghĩa 1.1.2. Cho tập X 6= ∅ với phép toán hai ngôi ∗ và phần tử

trung hòa e. Giả sử phần tử a ∈ X. Phần tử b ∈ X được gọi là phần tử ngược

của a nếu a ∗ b = b ∗ a = e.

Định nghĩa 1.1.3. Cho tập X 6= ∅ với phép toán hai ngôi ∗ và phần tử trung

hòa e. Giả sử phần tử a ∈ X. Phần tử b ∈ X được gọi là phần tử ngược của a

nếu a ∗ b = b ∗ a = e và ta nói a có phần tử ngược là b.

Dễ dàng chứng minh được rằng, nếu X 6= ∅ với phép toán hai ngôi kết hợp ∗ mà

có phần tử trung hòa e thì phần tử e là duy nhất và nếu phần tử a ∈ X có phần

tử ngược b ∈ X thì b cũng là duy nhất.

Định nghĩa 1.1.4. Cho tập X 6= ∅ với phép toán hai ngôi ∗. X được gọi là
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một nhóm nếu X cùng phép toán ∗ thỏa mãn các điều kiện sau:

(i) X có phần tử trung hòa e.

(ii) Phép toán ∗ có tính chất kết hợp, có nghĩa: (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) thỏa mãn

cho mọi a, b, c ∈ X.

(iii) Mọi phần tử a ∈ X đều có phần tử ngược, có nghĩa: Có b ∈ X để a ∗ b =

b ∗ a = e.

Nhóm X với phép toán ∗ được gọi là nhóm giao hoán nếu x ∗ y = y ∗ x thỏa mãn

cho mọi phần tử x, y ∈ X.

Nếu phép toán hai ngôi ∗ trên nhóm X được kí hiệu bởi phép cộng + thì thay

cho việc viết a ∗ b ta viết a + b và được gọi là tổng của a và b. Nhóm (X,+) gọi

là nhóm cộng. Phần tử trung hòa e của nhóm này là phần tử không và được kí

hiệu là 0. Phần tử ngược của a được gọi là phần tử đối và kí hiệu qua −a. Do

vậy a− a = a+ (−a) = 0.

Nếu phép toán hai ngôi ∗ trên nhóm X được kí hiệu bởi phép nhân . thì thay

cho việc viết a∗b ta viết a.b hoặc viết đơn giản ab và gọi là tích của a và b. Nhóm

(X, .) được gọi là nhóm nhân. Phần tử trung hòa e của nhóm này được gọi là

phần tử đơn vị và được kí hiệu là e. Phần tử ngược của a được gọi là phần tử

nghịch đảo và được kí hiệu qua a−1. Do vậy aa−1 = e.

1.2 Vành đa thức và nghiệm đa thức

1.2.1 Khái niệm vành đa thức

Giả sử R là vành giao hoán với đơn vị 1. Kí hiệu P ⊂ RN là tập hợp tất

cả các dãy f = (a0, a1, ..., an, 0, 0...) với các ai ∈ R và chỉ có một số hữu hạn

thành phần khác 0. Như vậy phần tử thuộc P hoặc có dạng(0, 0, ..., 0, 0, ...) hoặc

(a0, a1, ..., an, 0, 0, ...) với thành phần cuối cùng an 6= 0. Ta đưa phép toán vào P

để biến P thành một vành. Với f = (a0, ..., an, 0, ...), g = (b0, ..., bm, 0, ...) ∈ P ,

định nghĩa:

f = g khi và chỉ khi ai = bi, i = 0, 1, 2, ...
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f + g = (a0 + b0, a1 + b1, ..., ak + bk, ..., 0, ...)

f.g = (a0b0, a1b0 + a0b1, a2b0 + a1b1 + a0b2, ..., 0, ...)

Bổ đề 1.2.1. Tập (P,+, .) là một vành giao hoán với đơn vị (1, 0, 0, ...) và ánh

xạ φ : R→ (P,+, .) , a 7→ (a, 0, 0, ....) là một đơn cấu.

Chứng minh: Dễ dàng kiểm tra các kết quả trên.

Đặt x = x1 = (0, 1, 0, 0, ...) và quy ước x0 = (1, 0, 0, ...). Ta có biểu diễn

x0 = (1, 0, 0, ...)

x = (0, 1, 0, 0, ...)

x2 = (0, 0, 1, 0, 0, ...)

x3 = (0, 0, 0, 1, 0...)

... = ...

f = (a0, a1, ..., an, 0, 0, ...)

= (a0, 0, 0, ...) + (0, a1, 0, 0, ...) + ...+ (0, 0, ..., 0, an, 0, ...)

= (a0, 0, ...)x
0 + (a1, 0, ...)x+ ...+ (an, 0, 0, ...)x

n

Nếu đồng nhất a ∈ R với ảnh φ (a) = (a, 0, 0, ...) , x0 = (1, 0, 0, ...) = φ (1) ta có biểu

diễn f = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n. Lúc này vành (P,+, .) được kí hiệu qua R[x]

và ta có

R [x] =
{
a0 + a1x+ a2x

2 + ...+ anx
n |ai ∈ R

}
=

{
n∑

i=0

aix
i |ai ∈ R

}
Mỗi phần tử f ∈ R [x] được gọi là một đa thức của x với các hệ số ai thuộc vành

R. Hệ số an 6= 0 được gọi là hệ số cao nhất, còn hệ số a0 được gọi là hệ số tự do

của f , n được gọi là bậc của đa thức f và kí hiệu là degf(x). Riêng đa thức 0

được quy định có bậc là −∞ hoặc −1. Vì tính chất đặc biệt của x nên đôi khi

ta gọi x là một biến trên R và đa thức f còn được viết qua f(x).

Nếu f (x) =
n∑

i=1

aix
i, g (x) =

m∑
i=1

bix
i ∈ K [x] thì

f(x) = g(x) khi và chỉ khi m = n, ai = bi với 0 ≤ i ≤ n

f (x) + g (x) =
∑
i=0

(ai + bi)x
i, f (x) g (x) =

∑
i=0

(
i∑

j=0

(ai−jbj)

)
xi

Ta có các kết quả sau đây:

Định lý 1.2.2. Với trường K, K[x] là một vành giao hoán. Hơn nữa, K[x]

còn là một miền nguyên.
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Định lý 1.2.3. Với các đa thức f(x), g(x) ∈ K[x] và g(x) 6= 0 có hai đa thức

duy nhất q(x), r(x) sao cho f(x) = g(x).q(x) + r(x) với degr(x) < degg(x).

Định lý 1.2.4. Giả sử K là một trường. Khi đó vành K[x] là một vành chính

và nó là vành nhân tử hóa.

Ví dụ 1.2.5. Cho hai số tự nhiên n và p với n > p ≥ 1. Tìm điều kiện cần

và đủ để xn − an chia hết cho xp − ap với a ∈ R, a 6= 0.

Bài giải: Biểu diễn n = qp+ r trong Z với 0 ≤ r < p. Khi đó có thể viết

xn − an = (xp − ap)
(
xn−p + apxn−2p + ...+ a(q−1)pxn−qp

)
+ aqp (xr − ar) .

Vậy, điều kiện cần và đủ để xn − an chia hết cho xp − ap là n chia hết cho p.

Giả sử trường K là trường con của trường K∗. Với α ∈ K∗ và đa thức f (x) =
n∑

i=1

aix
i ∈ K [x]. Biểu thức f (α) =

n∑
i=1

aiα
i ∈ K∗ được gọi là giá trị của f(x) tại α

trong K∗. Nếu f(α) = 0 thì α được gọi là một nghiệm của f(x) trong K∗. Giả sử

số nguyên m ≥ 1. Phần tử α ∈ K∗ được gọi là một nghiệm bội cấp m của f(x)

trong K∗ nếu f(x) chia hết cho (x− α)m và f(x) không chia hết cho (x− α)m+1

trong K∗[x]. Khi m = 1 thì α được gọi là nghiệm đơn.

Định lý 1.2.6. Đa thức f(x) ∈ K[x] bậc n ≥ 1. Khi đó ta có kết quả sau:

(i) Nếu α ∈ K là nghiệm của f(x) thì f(x) = (x− α)g(x) với g(x) ∈ K[x].

(ii) f(x) có không quá n nghiệm trong K.

1.3 Kết thức và biệt thức

Kết thức của hai đa thức được biết đến và ứng dụng mạnh mẽ trong đại số

máy tính. Nó đặc trưng cho việc xác định tính chất đặc trưng của hai đa thức

một biến trên trường K có nghiệm chung thông qua hệ số của hai đa thức đó

mà không đòi hỏi phải tìm nghiệm của chúng. Kết thức là công cụ đáng ngạc

nhiên trong việc giải quyết các bài toán về hệ phương trình đại số.

1.3.1. Khái niệm kết thức

Giả sử u0, u1, ..., um và v0, v1, ..., un là một họ gồm m + n + 2 biến độc lập đại số

8

Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu                http://lrc.tnu.edu.vn/


