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MG DAU

0.1 To6m tat

Gia thuyét Catalan trong 1y thuyét s6 mot trong nhitng bai toan rat dé
phat biéu, nhung lai rat khé giai. Gia thuyét du doan ring chi c6 8 va 9 la
cap s6 lién tiép duy nhat ma ci hai s6 déu 1a lity thita clia s6 tu nhién. Noi
cach khac, phuong trinh Diophantine

' —y’ =1 (x >0,y >0,u>1v>1) (1)

khong c6 nghiem nao khac ngoai o = 32,y = 23.

Gia thuyét nay dude cong bo trén tap tri Journal fur die Reine und Ange-
wandte Mathematik bdéi nha toan hoc Bi Eugene Catalan (1814-1894). Bai
béo duge xuat ban nam 1944 ([1]). Trong thoi gian Catalan gidng day tai
truong dai hoc Béach khoa Paris ong da noi tiéng v6i viec giai mot bai toan
td hop. Thuat ngit s6 Catalan vAn dude st dung cho dén ngay nay la nhic
dén cong trinh d6. Déi véi phuong trinh Catalan da viét Cho dén nay
khong thé ching minh day di. Ong ciing chua bao git cong bd bat ki két qua
rieng quan trong nao vé van dé nay.

Gia thuyét trd thanh thach thic clia toan hoc va sém thu duge mot sb
két qué trong nhitng trudng hop riéng quan trong, tuy nhién trong sudt 100
nam tat cic cac két qua thu duge déu it nhieu mang dic tinh co lap.

Tiép d6 vao cudi nhitng nam 1950 dong thoi xuat hién mot s6 ¥ tudng
dang ké. Sau d6 dén nhiing nam 1970, viec nghién citu duge kich thich béi
mot két qua dua bai toan tdi viec tinh toan hitu han. Tuy nhién, khéi lugng
tinh toan la qua lén dé c6 tinh kha thi. Tt d6, huéng chinh ciia viéc nghién
citu la cac nd luc dé gidm béi khéi luong tinh toan.
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D6 1a tinh hinh cho dén nam 2002, khi nha toan hoc Preda Mihailescu,
nguoi chua duge biét dén trong linh vuc nay da chiing minh hoan Chinh Gia
thuyét. Diéu ngac nhién 1a trong ching minh, ong st dung rat it tinh toan,
ma thay vao d6 ong st dung cac 1y thuyét sau sic, dac biet Iy thuyét cac
truong cyclotomic..

Preda Mihailescu sinh nam 1955 tai Rumani, 6ng hoc toan tai ETH Zurich.
Ong da timg lam viéc trong nganh cong nghé méy tinh va tai chinh, nhung
hién tai ong dang nghién cttu toan tai dai hoc Paderborn - Dric.

Luan vian nhim trinh bay mot sé diém mdc quan trong trong lich sit ctia
bai toan Catalan va mo ta so luge 1oi giai tuyét voi ciia Mihiilescu.

Du da rat ¢6 gang, nhung chac chan noi dung dudc trinh bay trong luan
van khong tranh khéi thiéu st nhat dinh, em rat mong nhan dugdc sy gép ¥
clia cic thay co gido va cic ban.

Em xin chan thanh cam on!

Thai Nguyén, ngay 20 thang 3 nam 2013
Nguoi thuc hién
Luong Thi Hang
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Chuong 1

GIA THUYET CATALAN: THEM
MOT PHUONG TRINH

DIOPHANTINE DUGC GIAI

1.1 Lich s nghién ctu

Khoang 100 nam truéc khi Catalan giti thu cho Crelle, Euler da ching
minh rang trong sd cac lity thita bac hai va bac ba, chi c6 8 va 9 1a cac s6
nguyén lién tiép, tic 1a cdp s6 (8,9) 1a nghiém duy nhat ctia phuong trinh

z® —y? = +1 (x >0,y >0) (1.1)

Chitng minh ctia Euler rat tai tinh, nhung c¢6 nhiéu chd dai dong. Ngoai nhicu
k¥ thuat khac, chitng minh con dung phuong phéap 1ui vo han ctia Fermat.

Dé tim hiéu phuong trinh ta xem truong hgp dac biét c6 theé giai
nhu thé nao néu st dung ly thuyét s6 dai s6. Gia st (z,y) 14 mot nghiem,
trude hét ta xét phuong trinh 22 —y? = —1. Ta viét phuong trinh trong vanh
cac s6 nguyen Gauss Z[i].

v’ = (y +i)(y — 1) (1.2)

Do Z[i] 14 vanh nhan tit duy nhat nén ta c6 thé xét uéc chung 16n nhat cia
cac phan ti ctia n6. Goi d 1a uée chung 16n nhéat clia y + 4 va y — ¢ (sai khac
mot nhan tit don vi). T cdc phuong trinh y + i = d\,y — i = dp ta c6 d|2.
Tu suy ra d chia hét x va x phai 1a s6 16. Tt d6 y = 0 hodc 1( mod 4).
Suy ra d la don vi. Do d6 d = +1; #+:.

Ta c6 y+i = d(a+bi)?, a,b € Z. Tuy nhién d 13 lity thita bac ba trong Z|[i
nén c6 thé bé qua. Tt phan thiyc va phan 4o ctia phuong trinh y+i = (a+bi)?
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ta tim dugc y = 0 va (x = 1). Diéu nay mau thudn. Do d6 phuong trinh
khong c¢6 nghiém.
Déi v6i phuong trinh a3 — y? = 1, ta viét phuong trinh duéi dang

2’ = (y+ 1)y —1)

Udc chung 16n nhat ctia (y+1) va (y — 1) 13 1 hodc 2. Trong trudng hop thi
nhat, ta thay ring 2 sé 1a hiéu ctia hai liiy thita bac ba, diéu nay khong thé
xay ra. Trong truong hop thit hai, sé dan dén phuong trinh

a’ —20° = +1

Do d6 a — ba véi o = /2 1a don vi trong Z[a], vanh cac s6 nguyén trong
truong cac s6 thuc Q(«). Cac don vi ctia vanh nay 1a cac liy thita ctia don vi
1+ a+a? T dé, ta tim dude |a — ba| 14 liiy thita bac 0 nén o = &1,b = 0.
Do d6 phuong trinh ban dau c6 nghiem z = 2,y = 3.

Dé chitng minh gia thuyét Catalan ta xét phuong trinh

P —yl=1 (x >0,y > 0) (1.3)

v6i p, g 1a cac s6 nguyén t6 khac nhau.

Nam 1850, V.A. Lebesgue (khong phai 1 ngudi cling tén ndi tiéng vdéi
tich phan Lebesgue!) gidi dugc truong hop ¢ = 2. St dung dai s6 céc s6
nguyen Gauss, ta viét phuong trinh duéi dang tuong tu phuong trinh (L.2).
Uéc chung 16n nhat ctia y+14 va y — ¢ 1a don vi. Do d6 ta c6 hai phuong trinh

y+1=1(a+ bi)?, y—i=(—1)%(a—bi)’

trong do s € {0,1,2,3}. Tit d6 c6 thé khit y va cac phuong trinh nay dan
dén mau thuan, do d6 phuong trinh 2 — y?> = 1 khong c¢6 nghiem.

D6i véi truong hop p = 2 trong phuong trinh , nam 1961 c6 mot két
qué ching minh phuong trinh 22 —y¢ = 1 néu c¢6 nghiém thi z > 10310°, Cai
tin nha toan hoc Chaoko ngudi Trung Qubc chitng minh duge réng phuong
trinh nay khong giai duge da khong duge cong dong toan hoc biét dén. Chitng
minh chi dugce biét dén nam 1964, khi n6 cong bo trén tap chi Scientia Sinica
[7.

Nam 1976, E.Z Chein cong bé mot ching minh rat khéo 1éo dua trén
két qua ctia T.Nagell noi rang nghiem (x,y) phai thoa man 2|y va g|z. Xét
phuong trinh c6 dang

(z+1)(z—1) =y
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Chein két luan ring wée chung 16n nhat cta (x + 1) va (x — 1) 14 2. Do d6
c6 cac sO nguyén t6 cung nhau a va b, véi a 1é théoa man phuong trinh
(z +1) = 2a, r—1=21"1p! (1.4)
hoiic cac phuong trinh tuong tu v6i o + 1 vd ¢ — 1 trdo ddi cho nhau. Néu
g > 3 thi (2.5) dan dén diéu kien
(ha)? +b* = (a* — b)*
trong d6 h> = a — 2b vi céc phuong trinh thay thé thda man diéu kién tuong
tir. Day 1a hai phuong trinh kiéu Pitago va do d6 da biét loi giai. Tt do suy
ra z va y khong ton tai véi g > 3.
Chi tiét vé cach gidi trén c6 thé xem trong cudén chuyén khao ctia Paulo

Ribenboim. Trong cudén sach trinh bay toan dién lich st ctia gid thuyét Cata-
lan cho dén nam 1994.

1.2 Cassels va truong hop 1

T muc nay dé thuan tién ching ta xét phuong trinh Catalan duéi dang

P —y? = 1(xy # 0, p, q 1a cac s6 nguyen t6 1¢ khac nhau.) (1.5)
Ta viét lai phuong trinh dudi dang
¥ —1
1 _
(@ -1)——F =y

St dung dong nhat thic 2? = ((x — 1) 4+ 1)? ta dé thay udc chung 16n nhat

. < oaP—1
cia (z — 1) va £

Mot tinh hudéng tuong tu xdy ra khi nghién cttu phuong trinh Fermat
aP + yP = 2P, trong d6 vé trai dude phan tich thanh tich ctia  + vy va %,

& day udc chung 16n nhat ctia cac thita s6 1a 1 hodc p. Dicu nay dan dén
truong hop 1 va truong hop 2 ctia bai toan Fermat. Trong lich s, truong hop
1 "dé dang" hon va nhiéu ngudi tin rang cach tiép can nay sé chitng minh

la 1 hoac p.

hoan thién bai toan. Tuy nhién, trong chiing minh ciia Andrew Wiles khong
st dung su phan loai nay.

D6i véi phuong trinh ta c6 thé néi tuong tu vé cac trusng hop 1 va
2 tly theo gia tri clia cac udce chung 16n nhat & trén. Trong truong hop 1,
khi ged bang 1 ching ta thu duge cac phuong trinh

P
x—lzaq,a;_l =01,y =ab
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trong dé a va b 1a cac s6 nguyén to ciing nhau va khong chia hét cho p.

Nam 1960, J.W.S. Cassels da chi ra rang cac phuong trinh nay dan dén
mau thuan. Ong st dung cac phuong phap so cap va su két hop dang ngac
nhién gitta tinh chia hét v cac bat dang thitc. Sau do, S. Hyyro c6 mot chitng
minh khac.

Diéu nay c6 nghia la ching ta chi con truong hop 2. Dac biét, mot trong
hai s6 x — 1 va (2P — 1)\ (z — 1) chtta liiy thita bac nhat ciia p. Nhung s6 nay
khong thé 1a x — 1, vi trong trudng hop dé o — 1 chi chia hét cho p?. Vi vay
ching ta c6 cac phuong trinh

P —1

— 1) = p? 19
(z—=1)=p at, —

— = pby = pab (1.6)

trong d6 a va b 1a cac s6 nguyén t6 cing nhau va p khong chia hét b ( nhung
p c6 thé chia hét a). Cac phuong trinh tuong ty suy ra ty viéc phan tich
aPthanh tich cta y + 1 va (y? — 1)\(y + 1). Dac biét y chia hét cho p va x
chia hét cho ¢. Dinh 1y Cassell 14 mot trong nhitng két qua tong quat dau
tien vé phuong trinh Catalan ((1.5)), n6 1a dong lic quan trong dé nghién citu
phuong trinh nay.

1.3 Bai toan c6 thé giai bing may tinh?

Khoang gitta thé ky trudc, gid thuyét Catalan bat dau nhan duge quan
tam cua nhiing ngudsi lam viéc trong giai tich Diophantine. Trudc tién ngusi
ta thay rang s6 nghiém (x,y) clia phuong trinh véi s6 mi p, ¢ c6 dinh 14 hitu
han. Day 1a mot hé qua clia dinh 1y tong quat vé sé diem nguyén tren duong
cong dugc cong boé nam 1929 ctia C.L. Siegel. Nam 1955, H. Davenport va
K.F. Roth cong bé mot két qua vé chan trén cia s6 dé (mic du rat 16n)
[2](cac két qua khac vé sé nghiém c6 thé tham khio trong phan gidi thieu).

Budc ngoat trong hudng nay la vao nhitng nam 1970. Alan Baker thu dugc
cac u6c luong co ban doi véi cac dang tuyén tinh logarit. Dat

A =bilogry + ... + b, logr,

trong do b; 1a cac s6 nguyeén, r; 1a cac s6 hitu ty duong. Ta dinh nghia do cao
clia mot s6 hitu ty » = 7 1a logmax(|s|, |t|) va dat B = max(|bi], ..., |b,|}.
Gia st A # 0, Baker chiing minh bat ding thic sau:

|A| > exp(—Alog B),

8



So hoa b6i Trung tam Hoc lieu http://Irc.tnu.edu.vn/

trong d6 A 1a s6 duong tinh toan dudc ,phu thudc vao n vad do cao clia
T1yeees Ty

Két qua nay, thuc ra 1a mot syt lam min ctia né, da duge Robert Tijdeman
stt dung dé tim chan trén ctia nghiem (x,y, p, q) (v6i z,y duong) ciia phuong
trinh Catalan . Chién luge ¢ day 1a tim dang tuyén tinh A v phu thuodc vao
nghiém mot cach dac biét: mot chan trén cho |A| suy ra béi phai du
gan v6i chan dudi ctia Baker.

Robert Tijdeman chon

pa (x —1)P
A = qlogg —plogp + pglog — = log ———
plogp?ta?+ 1 yi+4+1
Ay =ql =1
2 q10g q + qqa/q 0g (y + ]_)q

trong d6 a duoc xac dinh tit phuong trinh x — 1 = pP~a”? va @’ xac dinh béi
phuong trinh tuong tu vy + 1 = ¢* 'a”. Do

(=1 <2l =y?T+1<(y+1)*

suy ra A1, Ay khac khong. So sanh chin dudi va chan trén clia |A;| dan dén
bat dang thic gifta p va ¢, tuong tut véi [As| Cac bat dang thic nay la du
cha dé, khi khit ¢, ta c6 diéu kién sau

p < ci(log p)*

trong do6 ci, ¢y 1a cac hang s6. Dieu nay yéu cau ¢ < p, nhung trong truong
hop g > p ta c6 cac diéu kien tuong tu cho q.

Tt d6 suy ra cac s6 mil p, ¢ bi chan trén va chan trén khong phu thuoc
vao z v y. Do d6 tinh chat ctia bai toan hoan toan thay déi: chi ¢6 hitu han
nghiém (z,y,p, q)., hon nita c6 the tinh todn duge can trén ciia cac an.

That vay cac hing s6 cq, c2 ¢ trén 1a tinh duge Nhitng két qua tinh toan
chi tiét dau tién vé chin trén ctia p va ¢ 14 vo ciing 16n, nhung nhitng cai tién
da dem lai nhitng u6c lugng vita phai hon. Két qua 16n nhat cho chan trén
clia max(p, ¢) 1a 8.10,

Luu ¥ rang viéc gia thiét x, y duong & trén khong lam mat tinh tong quat,
vi ciing ¢6 thé viét dudi dang

(=y)" = (—2)’ = 1. (1.7)

Dieu gi x4y ra khi ta thay bang phuong trinh 2? — y? = ¢, trong d6 ¢ > 1 1a
s6 nguyen? C6 dinh p va ¢, dinh 1y Siefel suy ra sé nghiém (x,y) 1a httu han.
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